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I. GENERALIDADES 

O aumento de segurança que se consegue dando 
às barragens de alvena ria ou de betão uma forma 
curva com a concavidade voltada para jusante, de 
há muito que foi notado pelos construtores de barra-
gens. Efectivamente, as barragens mais antigas ainda 
hoje existentes, são, segundo NAVARRO e ARACYL, 

as que servem o abastecimento de água a Aden. 
Essas obras, construídas provàvelmente antes do 
início da era cristã, alcançaram os nossos dias ao 
contrário do que aconteceu a todas as outras bar-
ragens muito posteriores. Tal resultado tem sido 
atribuído, com toda a razão, à forma curva em 
planta dessas barragens e ao facto delas se encon-
trarem abrigadas a jusante por um terrapleno que 
as protege contra as va riações de temperatura. As 
barragens de Elche, Almanza e Relleu, em Espanha, 
e a de Pontalto, em Itália, todas datando do sé-
culo XVI, são outros exemplos de longevidade das 
barragens arqueadas. Um outro exemplo mais re-
cente, mas que ainda hoje se impõe à admiração 
geral, pela consciência que o autor do projecto teve 
da vantagem da solução em abóbada, é o da barra-
gem Zola, também de planta curva, construída em 
França em 1839. Esta barragem tem um perfil niti-
damente insuficiente para resistir apenas por peso, 
e, no entanto, é uma das obras de retenção de um 
curso de água mais antigas ainda em funcionamento. 

É notável o facto de não se conhecer nenhuma 
rotura de barragens-abóbada. Dentre as roturas de 
um total de 27 barragens de gravidade apresentadas 
por JORGERSEN apenas duas eram arqueadas. Nos 
dois casos em que houve acidentes em encontros de 
barragens-abóbada — Lanier e Moyei nos E. U. A., 
a primeira de 19 m e a segunda de 17 m de altura —  

as abóbadas propriamente ditas resistiram sem danos 
importantes à avalanche da água que se produziu 
em seguida à rotura dos encontros. 

Paralelamente com a incontestável segurança 
sabe-se também que a adopção de barragem-abó-
bada representa, em regra, uma economia conside-
rável em relação a outras soluções tradicionais. Em 
contrapartida o cálculo das barragens-abóbada 
apresenta, em relação ao cálculo das barragens de 
outros tipos, numerosas dificuldades que têm levado 
à adopção de métodos de cálculo baseados em hipó-
teses mais ou menos discutíveis mas  sempre simpli-
ficadoras das condições reais de funcionamento 
dessas estruturas. 

Já na época em que a resistência das constru-
ções era encarada ìlnicamente através da estática 
puderam ter lugar, com completo sucesso, algumas 
realizações de vulto, bastante arrojadas, cujo cál-
culo foi efectuado apenas pela conhecida fórmula 
dos tubos: 

r 
= 

e 
em que 

a — tensão média, 

p - pressão da água a montante a uma certa 
cota, 

r e e — raio médio e espessura da abóbada na 
mesma cota. 

Esta fórmula tão simples fornece, incontestavel-
mente, um valor aproximado da tensão média pro-
duzida pela pressão hidrostática numa barragem 

* Conferência profe rida na Escola Técnica do Exército, 
no Rio de Janeiro, e no Instituto de Engenha ria, em 
S. Paulo, em Abril e Maio de 1957 
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abóbada muito delgada num vale comum em  V. 
 Nessas condições não admira que esse valor se apro-

xime do da tensão máxima quando uma pa rte da 
pressão hidrostática sela absorvida pelo efeito de 
consola, como acontece nas barragens-abóbada es-
pessas. Tal fórmula permitiu ainda a JORGERSEN 

[1915] estabelecer critérios, hoje muito discutíveis, 
para a escolha das formas mais económicas de bar-
ragens-abóbada. 

Mas tem ainda outro mérito esta fórmula. 
Chamou a atenção para a vantagem em reduzir, 
com a profundidade, o raio de curvatura da super-
fície média das barragens-abóbada. 

Pode dizer-se que, a partir deste momento, as 
grandes realizações em matéria de barragens têm 
andado sempre associadas à c riação de novos mé-
todos. Quase sempre também, o préstimo desses 
métodos só depois veio a ser utilizado. Assim, a 
construção das p rimeiras grandes barragens-abó-
bada americanas, tais como as de Diablo e de Pa-
coima, determinou um progresso notável nos estudos 
por arcos independentes que adiante serão refe ridos. 
As barragens europeias da mesma época levaram 
à criação do método de cálculo baseado na igualdade 
das deformações dos arcos e da consola do fecho 
e, poste riormente, à c riação do método de cálculo 
por arcos inclinados. 

Com a construção da barragem de Hoover de-
senvolveu-se, até às últimas possibilidades, o cál-
culo pelo método de ajustamento por tentativas, o 
conhecido método «trial-load». As primeiras grandes 
realizações suíças, austríacas, alemãs e italianas são 
já contemporâneas dos métodos baseados na teoria 
das cascas. O desenvolvimento dum método de cál-
culo inglês, utilizando os métodos de relaxação para 
a integração das equações diferenciais, foi conse-
quência do projecto, por uma firma inglesa, duma 
grande barragem-abóbada no Próximo O riente, 
podendo ainda dizer-se que o início da construção 
das grandes barragens, no após-guerra, na Itá lia e 
em Portugal determinaram progressos, ainda não 
atingidos, na determinação, sobre modelos, das 
tensões em barragens-abóbada. Afinal este é o 
único meio até hoje conseguido para achar satisfa-
tòriamente as tensões que se desenvolvem nessas 
estruturas, independentemente de serem ou não 
simples as suas formas. 

O problema do cálculo das barragens-abóbada 
pode considerar-se um problema típico para ser 
resolvido pela Teoria da Elasticidade. Porém, a insu-
ficiência dos instrumentos analíticos tornou, até há 
pouco, totalmente inoperante essa teo ria, quer por 
virtude da complexidade das formas da estrutura 
quer das suas condições de fronteira, especialmente, 
a complexidade analítica de expressão do seu en- 

castraiaento nas margens. Poi a grande experiência 
inglesa em matéria de métodos de resolução numé-
rica das equações de diferenças resultantes de equa-
ções diferenciais, nomeadamente o método de rela-
xação, que permitiu resolver pela p rimeira vez, para 
um caso simples, como adiante se verá, as equações 
gerais da teo ria da elasticidade aplicada ao caso 
concreto duma barragem-abóbada de paramento 
cilíndrico e ve rtical. Na aplicação do método foram, 
no entanto, gastos cerca de três anos, podendo di-
zer-se que ele só ainda pode ser ap licado a casos 
simples de barragens de paramento cilíndrico. 

Posta neste pé a complexidade na utilização da 
Teoria da Elasticidade, resta então o recurso à Re-
sistência dos Mate riais, quer através das teo rias da 
flexão das peças lineares quer através da teo ria das 
cascas. Em qualquer caso, o problema só tem apre-
sentado viabilidade de solução prática à custa de 
dois artifícios: o cálculo por aproximações sucessivas 
e a hipótese de divisão da barragem em elementos, 
isto ou no início ou então em fase adiantada da 
análise. 

De qualquer modo a resolução do problema da 
determinação por via analítica das tensões numa 
barragem-abóbada está ainda hoje em plena evo-
lução. Está-se longe de ter encontrado solução satis-
fatória e unânimemente aceite, pelo que surgem 
com grande frequência novas formas de o abordar. 

Como em qualquer outro problema da teo ria das 
estruturas, o cálculo das barragens tem de basear-se 
em hipóteses quer quanto às prop riedades mecâ-
nicas do betão e da rocha, quer quanto à conti-
nuidade e até r;. forma das estruturas. Não apareceu 
ainda para as barragens-abóbada qualquer método 
ou processo de cálculo que abandonasse a lei de 
Hooke, e as hipóteses básicas da Resistência dos 
Materiais, tais como a da dist ribuição linear das 
tensões, só muito raramente têm sido evitadas. 
Além disso, no caso das barragens, é necessário 
fazer muitas considerações quanto ao valor e dis-
tribuição das solicitações. As mais importantes tais 
como o peso próprio, a pressão hidrostática e as 
variações de temperatura, são bem definidas ou não 
podem ultrapassar certos limites que é possível 
calcular. As outras solicitações como as impulsões 
do gelo, a subpressão e os tremores de terra são 
em regra pouco importantes, podendo as duas pri-
meiras s°r reduzidas a intensidades de pouca monta. 

Em seguida são descritos os métodos mais im-
portantes para o cálculo das barragens-abóbada e 
serão apontadas as suas deficiências. 

Considere-se em p rimeiro lugar um elemento 
duma barragem-abóbada limitada por duas super-
fícies verticais normais ao paramento de montante, 
por duas superfícies horizontais e ainda pelos pró- 
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Fig. 1 

prios paramentos. Existirão quando a barragem é 
solicitada, em cada urna dessas superfícies, tensões 
normais e tangenciais de dist ribuição variável que 
se podem compor de modo que se tornem equivalentes 
aos esforços que se representam na fig. 1, onde NN 
são os esforços normais, V V esforços transversos, 
MM momento flectores e TT  momentos de torsão. 

Em síntese, pode dizer-se que é tanto mais cor-
recto o método de cálculo quanto menor o número 
destes esforços que despreza. 

2. MÉTODO DOS ARCOS INDEPENDENTES 

Foi muito usado, e continua ainda a usar-se 
como método de cálculo das barragens-abóbada, o 
método dos arcos independentes o qual é prescrito obri-
gatoriamente por certos regulamentos. 

Admite-se neste caso que a barragem é consti-
tuída por uma série de lâminas ho rizontais sobre-
postas e independentes, isto é, que toda a pressão 
hidrostática é suportada por arcos horizontais. 

As primeiras aplicações foram feitas apenas para 
arcos circulares de espessura uniforme desprezan-
do-se totalmente o esforço transverso V, S  no cál-
culo das incógnitas hiperestáticas (RuFFIEUx [1901], 

MoRSH [1908] e outros). 
H. RITTER [1913], CAIN [1922], IPPOI,ITO [1927], 

NoETZI,I [1924], passaram a considerar no cálculo o 
efeito desse esforço transverso. M. RITTER [1909 e 

1913] e mais recentemente STUCKY, PANCHAUD e 

SCHNITZI,ER [1950] tiveram em devida conta no cál-
culo dos arcos a deformação dos apoios, para cujo 
estudo, aliás, muito contribuiu o trabalho de F. VoGT 
[1925]. A teoria foi depois completada passando a 
considerar-se a influência da espessura do arco e da 
sua curvatura na dist ribuição de tensões ao longo da 

espessura (JAKOBSEN [1927] e CRAVITZ [1935]). Cál-

culos de arcos baseados na Teo ria da Elasticidade e  

portanto em hipóteses menos discutíveis que os 
anteriores, não admitindo pois a dist ribuição 
linear das tensões, vieram a ser apresentados por 
vários autores (CAQuoT [1926], CHAMBAUD [1926], 
HAEGEI,EN [1927], COMSTOK [1931], HOFACKER 
[1936], TREMMEI, [1954], etc). 

O trabalho de cálculo dos arcos ho rizontais inde-
pendentes de espessura constante submetidos a 
carga uniforme foi bastante facilitado pela apresen-
tação de ábacos, (FOWLER [1928], PIGEAUD (por me-
mória)) o mesmo vindo a acontecer recentemente 
com o cálculo de arcos de espessura variável, com 
fibra média circular, submetidos ainda a carga 
uniforme (PARME [1948] e PERKINS [1952]). 

A objecção mais importante a apresentar ao 
método de cálculo de barragens por arcos horizon-
tais independentes, é de que não tem em conta a 
continuidade da barragem na ve rtical, isto é, esse 
método despreza o efeito do encastramento no fundo 
do vale e a existência dos esforços normais e trans-
versos e momentos flectores e de torsão nas secções 
horizontais por onde foi co rtada a barragem: N z  , 
V SZ , Mz  e TSZ , (fig. 1). Como é evidente o método 
despreza também os esforços de torsão e transversos 
nas próprias secções verticais dos arcos. A barragem 
perde assim uma grande pa rte da sua capacidade 
de resistência, não sendo por isso de estranhar que 
o método forneça, nos casos correntes de barragens 
sem singularidades importantes, tensões normais de 
compressão nas secções verticiais bastante supe riores 
às que se produzirão numa estrutura contínua. 
É isso que se tem ve rificado em quase todos os 
casos em que se tem aplicado o método. 

É fácil de ver que, no caso de barragens muito 
pouco espessas e de grande curvatura, construídas 
em gargantas muito estreitas, o método dos arcos 
independentes pode conduzir a resultados muito 
satisfatórios para a zona média da barragem, ao 
contrário do que acontece nas barragens-abóbada 
espessas de pequena curvatura a montante, cons-
truídas em vales largos, sobretudo para os seus 
arcos inferiores. Neste caso o funcionamento da 
estrutura na vertical pode ser muito impo rtante 
devido à rigidez dos blocos. 

De qualquer modo, o método dos arcos inde-
pendentes nunca pode ter em conta a influência da 
forma do vale no comportamento da barragem, 
nem tão pouco o efeito do encastramento normal 
ao terreno ou o efeito de bordo, muito impo rtante, 
do coroamento da barragem. 

A verificação de que, no caso das barragens-
-abóbada espessas, os cálculos dos arcos indepen-
dentes das cotas infe riores conduzia a tensões de 
tracção muito supe riores às que o betão poderia 
suportar (fig. 2) levou a admitir que no interior 
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Fig. 2  

desses arcos se formavam, devido à rotura das zonas 
tendidas, elementos activos. Desenvolveu-se assim 
um método de cálculo chamado de «arcos activos» 
(RESAT, [1919]), fig. 2, que consiste em calcular as 
tensões de compressão em arcos circulares, com 
tensões de tracção nulas, que se inscrevam nas 
secções horizontais da barragem. Tal método esteve 
muito em voga na Europa, pois que uma circular 
ministerial francesa mandava que ele fosse ap licado, 
obrigatòriamente, às barragens-abóbada. 

Um outro método simplificado, o que pretende 
determinar as tensões pelo cálculo de arcos incli-
nados, deve-se a A. COYNE [1943] (Vide BouRGIN  
[19481). A ideia parece ter nascido da observação  

do andamento das isostáticas no paramento de  

jusante das barragens, mas efectivamente, tanto a  

hipótese da não existência de tensões tangenciais  

nas superfícies ab e a' b ' , (fig. 3), como o critério de  
escolha da inclinação dos planos limites desses arcos,  

isto é, do ponto D, não têm base teórica aceitável.  

Desde há muito que foi procurado traduzir, por  
uma redução das cargas a aplicar nos arcos inde-
pendentes, a constatação de que o funcionamento  

das barragens-abóbada na direcção ve rtical diminui  
o efeito de arco. Procurou-se achar essa redução  

quer através de fórmulas de demonstração discutível  

(BEI,I,ET [1907], GUIDI [1921 e 1927], CAMPINI [1923])  

quer à custa da igualização dos deslocamentos da  

consola central e dos arcos, por divisão da carga  

Fig. 3  

entre esses elementos. Tal método, que te ria, pro-
vàvelmente, sido aplicado, já em 1889 (VISKER e 
WAGONER), foi objecto de muitos estudos (HARRISON 
e WOODGARD [1904], H. RITTER [1913], JORGERSEN  

[1915], MENSCU [1915] e outros). A divisão das cargas 
entre os arcos e a consola era obtida ou por tenta-
tivas ou por resolução de um sistema de equações. 

Como se vê, o método, ainda que mais aperfei-
çoado que o cálculo por arcos independentes, admite 
ainda a constância da carga nos arcos, o que pode 
conduzir a desvios apreciáveis e também não pode 
ter em conta possíveis assimet rias da obra. De 
qualquer forma o método dava já uma primeira 
aproximação dos valores do momento flector e do 
esforço transverso em secções horizontais M, e V,, 

 (fig. 1) da zona central, mas estava ainda longe de 
conduzir a uma determinação suficientemente 
segura e pormenorizada do estado geral de tensão 
na barragem. 

Este método teve a sua evolução natural, que 
adiante se exporá, passando a considerar um maior 
número de consolas. Entretanto, vai-se apresentar 
um outro caminho possível para o cálculo das bar-
ragens-abóbada que surgiu sensivelmente na mesma 
época em que se produziu tal evolução. 

3. MÉTODOS BASEADOS 

NA TEORIA DAS CASCAS 

Sup õe-se  agora que a espessura da abóbada 
é suficientemente pequena para que se possa con-
siderar desprezível em face dos raios de curvatura  

da sua superfície média e imagina-se, em p rimeira 
aproximação, que essa casca faz pa rte duma super-
fície de revolução. 

A partir das equações diferenciais de equilíbrio 
dum elemento dessa casca e das equações de com-
patibilidade geométrica mais ou menos aprofun-
dadas, obtém-se uma ou mais equações diferenciais 
às derivadas parciais dos deslocamentos da casca. 
Com  várias simplificações pode-se exp rimir o pro- 
blema apenas por uma equação às derivadas par-
ciais da função deslocamento radial w. Esta equação 
diferencial, conjuntamente com as condições de 
fronteira do reservatório cilíndrico completo, for-
neceu a primeira fase da resolução do problema. 
Em fases seguintes procurou-se, à custa de novas 
hipóteses, utilizar os resultados assim obtidos para 
a solução do problema. Isto é, procurou-se intro-
duzir os efeitos dos encastramentos nas margens, 

as variações dos raios de curvatura, as va riações 

de espessura, etc. Pode dizer-se que todos os aper-
feiçoamentos neste método têm sido procurados à 

custa da consideração, em fases poste riores dos 
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cálculos, de elementos arcos e consolas que se acabam 
por imaginar na casca de revolução inicial. 

SMITH [1919] num trabalho, que é o primeiro,  
segundo se julga, dentro desta linha de raciocínios,  
partiu da resolução do problema das cascas para o  
caso dum reservatório cilíndrico de paredes ver-
ticais submetido a uma pressão exte rior, supondo  
desprezível a variação do raio da superfície média,  
isto é, tomando-o igual ao raio do paramento de  
extradorso. Para ter em consideração as condições  
de encastramento na margem admitiu que o módulo  
elástico relativo à resistência longitudinal da estru-
tura é de apenas 2/3 do seu valor real. Neste trata-
mento do problema apenas é considerado o esforço  
normal tangencial N, o esforço transverso e o  
momento flector no plano horizontal, M, e V,.  
(fig. 1). Todos os outros esforços são desprezados.  
E de notar ainda que as condições de contorno  
foram tomadas com pouco rigor.  

Dentro da mesma linha de raciocínio, é notável  
o estudo de BAZANT [1936] para abóbadas cilíndricas  
espessas, no qual este autor usou hipóteses já pró-
ximas das da Teoria da Elasticidade. O problema  
foi resolvido com toda a generalidade, também para  
o caso de reservatórios espessos de paramento  
exterior cilíndrico e vertical, através da resolução  
simultânea de duas equações diferenciais de quarta  
ordem em função dos deslocamentos radiais e ver-
ticais. Neste estudo, todavia, não se faz referência  
explícita ao problema das barragens, em relação ao  
qual a solução de BAZANT desprezou as tensões tan-
genciais cujos integrais são os esforços V.  e V, s  e  
os esforços de torsão Tsz .  

Tór,KE [1938] j á tratou o problema das barragens-
-abóbada com maior generalidade, admitindo a cur-
vatura na vertical duma casca de revolução, tendo  
em conta as variações do raio da superfície média  
e fazendo inicialmente poucas hipóteses simplifi-
cadoras sobre a equação da flexão da casca. Escreveu  
a equação diferencial geral:  

[(e3 w")"+ 2 (ew')'+e 3w ... + y2 -(e3 w')'+  

+ 
y2 e

3 w ..1 + v  f (e3w..),. — 2 (e3 	+  

+ e.s w ..,, — 2 
 (83  w,), +  —

2
—  ea w„  I =  

12  (1 –  v2) 
[p2+ 	

1 	s=o 

 r 
NS 

1 

Sendo v• = 0, N s  = de = Ns=°, NS  = O e V.  
= V„– O a equação anterior transforma-se em:  

(e3w .. ) ,. + 12 (1 – v2) e 
w – 	

12 (1 –  v2) 8z r-2 
	 E  

sendo S o peso específico da água. Desta equação,  

por integração, obtêm-se os esforços:  

(3)  

Ee 

Ns – 
MZ  

Ee3  

Ee3  
r 	w' 

1'.Z  = M< = 	1 2 

Ms 
 

12 (1– v2) w '' .; 	
=  v  M,  

3e^ 
— 	= O  
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[ 
V,s. 

e 	w.. . 

I; 

Nestas equações " são de rivadas em ordem a z e  
em ordem a s, p2  a parte da carga suportada pelo  
efeito de casca (p = p1 + p2 sendo  p1  a parte da carga  
suportada pelo efeito de membrana) Nessas equa-
ções TOLKE teve em conta os momentos torsores e  
esforços transversos tangenciais, e desprezou apenas  
o esforço normal vertical N 2  , o esforço transverso  
vertical  V.  e as influências da curvatura e do coe-
ficiente de Poisson, (cortando o 2. 0  termo do 1. 0  

membro e os termos em yz ). Mostrou ainda este 

autor a possibilidade de serem utilizadas séries de  
Fourier para a integração dessas equações.  

Porém só tratou, formalmente, com aspectos  
práticos, o caso dos reservatórios cilíndricos de perfil  
triangular, trapezoidal e hiperbólico encastrados no  
fundo do vale para os quais a equação de flexão  
das cascas toma então formas simples, o que torna  
possível obter integrações formais.  

Uma vez integrada a equação da casca para o  
caso do reservatório cilíndrico em que p2 = p = 8z  
e feitas outras hipóteses simplificadoras (equação 2),  
isto é, uma vez calculados os deslocamentos radiais  
w, TOLKE passa ao cálculo dos esforços no paralelo  
e no meridiano segundo as expressões (3). As tensões  
na consola central ficam desde logo calculadas.  
Quanto aos arcos, a partir da tensão no paralelo,  
determina a parte da carga radial que lhes corres-
ponde, para a qual passa então ao cálculo dos ver-
dadeiros arcos da barragem. Deve dizer-se, a este  
respeito, que o tratamento que TOI,iE dá ao cálculo  
dos arcos de espessura variável é bastante interes-
sante. Todavia, ao seu método de cálculo podem-se  
apresentar várias objecções, algumas das quais  
iremos referir adiante. Note-se ainda que TZILKE  
considerou tanto a influência da elasticidade da  
rocha de fundação, à custa dum aumento da bar-
ragem para além da superfície de fundação, como as  
variações uniformes de temperatura.  

Vários autores italianos, como ARREDI [1944],  
GAI,I,I [1948], BtRIO [1950], KRAI,I, [1951] e outros,  
têm procurado completar o trabalho de TOLKE  à 
custa de novas correcções à solução obtida.  

(1)  

(2)  
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ARREDI [1944] considerou apenas o caso das bar-
ragens de paramento de montante cilíndrico e ver-
tical com espessura uniforme. Seguindo um trata-
mento análogo ao de TOLKE obteve o integral geral 
da equação da flexão das cascas à custa de funções 
de Michell. Procurou entrar com o efeito das margens 
fazendo considerações sobre a divisão de cargas 
entre arcos e consolas, o que conduziu a um estudo 
já bastante complexo. Recentemente [1955] este 
autor apresentou uma nova contribuição ao seu 
trabalho com bastante interesse. 

KRAI.I, [1951], seguindo um procedimento um 
pouco diferente do ponto de vista formal do de 

TOLKE, começa por imaginar, numa p rimeira fase, 
uma cúpula de revolução completa resistindo às pres-
sões exteriores, sem quaisquer ligações ao vale, apenas 
por esforços de membrana. Numa segunda fase são 
calculados os esforços nos arcos da porção de cúpula 
correspondente à barragem de modo que leve a super-
fície dos encontros à sua posição antes de deformada. 
Numa terceira fase cor rige esses esforços conside-
rando que, junto das nascenças, existe uma pressão 
fictícia que modifica a carga uniforme nos arcos. 

Numa outra memória sobre o assunto, da auto ria 
de DAWN [1947], apenas se consegue determinar o 
equilíbrio de membrana, isto é, desprezam-se mo-
mentos flectores e torsores e esforços transversos 
radiais, o que constitui demasiada simplificação. 

RESCUER [1951] utilizou também a equação geral 
das cascas finas flectidas tendo aplicado na sua 
resolução os métodos de relaxação. Note-se que 
SIGNORINI [1945] tentou estabelecer uma teoria 
mais exacta das barragens de dupla curvatura. 

Como se vê todos estes autores não vão, rigoro-
samente, além da determinação das tensões normais 
nos arcos e na consola central não obtendo assim 
elementos que permitam o cálculo das tensões prin-
cipais máximas. 

BÉRIO [1950] fez já um estudo aprofundado das 
várias simplificações introduzidas pela aplicação da 
teoria das casc as  de revolução obtendo elementos 
correctivos para essas simp lificações. Ao analisar o 
efeito da grande espessura das barragens em face do 
raio conclui que a hipótese da dist ribuição linear das 
tensões, ainda que conduzindo a valores por exces-
so, é aceitável. Escreve em seguida uma equação 
diferencial, análoga à de Tõ1,KE, da flexão duma casca 
de dupla curvatura de revolução (1), em que já intro-
duz o esforço normal na consola vertical, para a qual 
propõe a integração por diferenças finitas. Uma 
vez calculada, ainda do mesmo modo, a carga uni-
forme nos arcos e a dist ribuição de carga na consola  

central, retoma a concepção de GUIDI [1927] da dis-
tribuição parabólica das cargas nos arcos. Conside-
rando então a barragem constituída por arcos e 
consolas e conhecendo os coeficientes da def or-
mação dos arcos para cargas unitárias, escreve uma 
nova equação diferencial de quarta ordem, integrável 
por diferenças finitas, com a qual obtém uma curva 
elástica deformada da consola central diferente da 
do reservatório completo e que fornecerá em prin-
cípio melhor aproximação. Como a partir dos resul-
tados de ensaios de modelos sabe que os esforços 
transversos tangenciais V s, tem uma distribuição 
pràticamente linear duma a outra margem, obtém 
um meio de calcular, aproximadamente, esses es-
forços e assim as tensões p rincipais em qualquer 
ponto da barragem. Faz, em seguida, uma teoria 
aproximada das barragens arco não constituídas 
por sólidos de revolução escrevendo novas equações 

diferenciais cuja aplicação vai cor rigindo da forma 
anteriormente indicada. Como é claro, em todo este 

estudo, falta considerar o efeito dos momentos tor-
sores  TT  e os efeitos da espessura da abóbada. 

O tratamento mais completo que até hoje foi 
dado ao cálculo duma barragem pela teo ria das 
cascas deve-se a WESTERGAARD [1928] que procurou 
analisar por esse meio as tensões na barragem expe-
rimental de Stevenson Creek. Nessa sua análise não 
desprezou nenhum dos esforços importantes che-
gando assim, pelas condições de equilíbrio e de 
compatibilidade, às duas equações diferenciais de 
quarta ordem, uma dos deslocamentos (equação da 
flexão) 

em que 

2N' 	N "" 	E e3 dN , d2N 
K =—

N
–,k=—,N= 	.N " = 	,N " = 	 
 N 	12  (1 –  v2) 	dz 	dz 2  

8 – peso específico da água, 

8b  – peso específico do betão, 

(4) 
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Claro está que tais equações só são válidas para  

uma barragem com as formas da de Stevenson Creek.  

Para simplificar esta última equação admitiu  

WESTGAARD que  

N, = N = cte  para cada valor de z (sabe-se hoje  
que tal hipótese se afasta muito da reali-
dade) e  

V.  = O e N, = esforço normal provocado apenas  
pelo peso próprio.  

Põe então as condições de fronteira no coroa-
mento  

N,—V.—M,= 0, mais a condição de Tait  
e Tompson:  

Para atender às condições de deformabilidade  

das margens partiu das expressões de VOGT o que  

o levou a aumentar o desenvolvimento da abóbada.  

Para a resolução do seu problema (e note-se que  

o caso em questão era muito simples em vi rtude da  

simplicidade do traçado da barragem) usou funções  

ortogonais convenientemente escolhidas com as  

quais obteve soluções para a equação da flexão das  

cascas. Para confirmar essa escolha baseou-se nos  

diagramas das deformadas obtidas nos ensaios em  

modelo. Procedendo depois a um cálculo por inte-
gração numérica, bastante complexo, chegou à con-
clusão de que o «comportamento geral da barragem  

de Stevenson Creek podia ser obtido a partir da  
teoria da flexão de uma casca elástica».  

Como se vê, não foi até hoje ainda encontrada  

uma solução exacta a partir da teo ria das cascas.  

A solução aproximada conseguida por WESTERGAARD  

para o caso duma barragem extremamente simples  

tem uma extensão e complexidade de cálculos tais  
que tem levado a pôr de lado a ideia de a aplicar  

a qualquer outra obra. Note-se que essa solução  
não segue raciocínios simples o que torna difícil a  

intuição da justeza das diferentes etapas da reso-
lução.  

Em todas as outras soluções além d as  de WES-
TERGAARD pretende-se efectuar o cálculo das barra-
gens-abóbada a partir da integração duma equação  

diferencial de flexão das cascas mais ou menos sim-
plificada para o caso de um reservatório completo.  

Tudo leva a crer que o ajustamento dos desloca-
mentos do fecho dos arcos com o de uma consola  

central levará a um resultado idêntico por um pro-
cesso mais rápido, mais intuitivo e muito mais  

simples.  
Viu-se que TOL KE e muitos outros desprezaram  

completamente o efeito das margens e que KRALL,  
ARREDI e BÉRIO já o tiveram em consideração, toda-
via à custa de cálculos tão extensos que ficam dúvidas  

sobre se são compensadores em face das hipóteses  

feitas. Com  efeito, a hipótese em que se supõe que  

a barragem faz parte duma casca de revolução é  

fácil de criticar porque:  
a) as espessuras da barragem não são em geral  

desprezíveis em face dos respectivos raios de cur-
vatura,  

b) as espessuras das  secções horizontais normal-
mente não são uniformes e  

c) os centros das curvas de nível dos paramentos  

de montante e de jusante nunca estão na mesma  

vertical. A tendência actual, como se verá, é mesmo  

para o abandono de arcos circulares.  

Quanto à hipótese de que a tensão normal média  

nos paralelos é aproximadamente igual à tensão  

média nos arcos da barragem, pode acontecer, sobre-
tudo nas  barragens com consolas laterais de pe-
quena altura em vales em V, que isso se não veri-
fique de todo nas  regiões dos arcos próximo dos  
encontros. Muitas outras hipóteses são discutíveis  

e até arbitrárias, por exemplo a não consideração  

do efeito total do coeficiente de Poisson, dos deslo-
camentos verticais, etc., mas leva ria muito tempo  
a fazer uma crítica completa de cada um deles.  

4. MÉTODOS BASEADOS NA DIVISRO  

DA BARRAGEM EM DOIS SISTEMA S  

DE ELEMENTOS CRUZADOS  

Consistem estes métodos, na forma mais simples,  
essencialmente no seguinte: imagina-se a barragem  

dividida em dois sistemas de elementos de espessura  
unitária, um sistema de elementos ho rizontais, os  
arcos, e um sistema de elementos verticais, radiais,  

as consolas. Divide-se a pressão hidrostática entre  

(5)  
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esses elementos de modo tal que os deslocamentos 
radiais dos arcos sej am iguais aos deslocamentos 
radiais das consolas nos seus pontos de intersecção. 
Essa divisão de cargas obtem-se, em geral, por ten-
tativas de ajustamento, mas ultimamente têm-se 
conseguido desenvolver  processos para efectuar essa 
divisão da carga por resolução de um sistema de 
equações. Adiante será refe rido este assunto. 

,Esta ideia parece ter sido usada pela p rimeira 
vez por A. RoaN na Suíça, a cujo trabalho se segui-
ram o de STUCKY [1922] que realizou por tentativas 
o ajustamento e o de JuILLARD [1921] que propôs a 
utilização de linhas de influência para facilitar os 
cálculos. Nos E. U. A., HOWELL e JAQUITH [1929]  
desenvolveram, independentemente, o método, usan-
do tentativas de composições de cargas a partir de 
cargas unitárias até se conseguir o ajustamento. 

Note-se que, por volta de 1930, foram projec-
tadas três barragens em Espanha sendo usado este 
método. 

A necessidade de um método mais rigoroso e 
compreensível para o cálculo das grandes barragens-
-abóbada levou o Bureau of Reclamation, em con-
tinuação dum trabalho nacional notabilíssimo con-
cretizado pela Comissão do «Arch Dam Investiga -

tion» (Enginee ring Foundation 1927 e 1928), a desen-
volver a ideia do método dos ajustamentos, intro-
duzindo-lhe grande número de aperfeiçoamentos, 
entre eles, e como mais importantes, os ajustamen-
tos doutros deslocamentos. Como é fácil de ver, os 
deslocamentos dum ponto da barragem têm uma 
componente vertical, unia radial e uma tangencial, 
havendo além disso rotações que se podem decom-
por numa componente de eixo radial, outra de eixo 
tangencial e outra de eixo ve rtical. Os ajustamen-
tos considerados no método tal como foi desen-
volvido foi o radial, o tangencial e o de torsão de 
eixo vertical. 

WESTERGAARD [1931] contribuiu com ideias sobre 
a maneira de efectuar os ajustamentos tangenciais 
e de torsão, chamando a atenção para ce rtas con-
dições de fronteira peculiares que existem no topo 
de uma barragem; F. VoGT desenvolveu as suas já 
citadas fórmulas para o cálculo da deformação das 
fundações;  LIEURANCE, KIRN e DEXTER organiza-
ram quadros de cálculos de modo que tornem simples 
as operações. HowEI,I, fez várias ap licações e dis-
cussões do método e GLOVER sobressaiu entre outros, 
com uma demonstração da univocidade da solução 
dada pelo método e com o cálculo de integrais rela-
tivos às cargas unitárias em arcos circulares, em 
que foram considerados não só o efeito do momento 
flector mas também os efeitos do esforço normal, 
e do esforço transverso nos deslocamentos pr o-
duzidos por essas  cargas. Ficou assim extremamente  

facilitado o cálculo das incógnitas hiperestáticas nos 
arcos e seus deslocamentos radiais, tangenciais e 
de torsão. O método recebeu o nome de «trial-load» 
[1938] e sobre ele e suas aplicações foram apresen-
tadas várias publicações do Bureau of Reclamation. 

Este novo método constituia, até há pouco tempo, 
o passo mais importante dos que foram dados em 
matéria de cálculo de barragens, sendo o resultado 
do trabalho de colaboração dum enorme grupo de 
especialistas. Foram calculadas extensas tabelas 
dos integrais que resolvem completamente e com 
toda a precisão arcos circulares de espessura uni-
forme submetidos a cargas radiais, tangenciais e de 
torsão, triangulares unitárias e concentradas nas 
nascenças e ainda a variação de temperatura. Foram 
desenvolvidas fórmulas que permitem, a partir 
dessas tabelas, calcular arcos de intradorso e extra-
dorso circular de espessura variável, arcos de tres 
centros no intradorso e arcos de tres centros tanto no 
intradorso como no extradorso. Foram desenvol-
vidas tabelas, ábacos e processos de cálculo expe-
ditos para calcular os efeitos da deformação das 
fundações. Foram desenvolvidos processos de cálculo 
adequados para consolas de lados radiais e apre-
sentadas fórmulas apropriadas para o cálculo final 
das tensões principais na barragem, etc. 

Em princípio, qualquer barragem contínua pode 
ser calculada pelo método «trial-load»; a única li-
mitação é o tempo e o trabalho que é necessário 
para realizar uma análise completa, o que se pode 
tornar completamente incomportável se a barragem 
for assimétrica, tiver uma fundação irregular e 
arcos de formas diferentes das formas circulares 
simples. Além disso, pode mesmo não dar resultados 
aceitáveis em regiões singulares das barragens, como 
aberturas, juntas abertas, encontros artificiais, etc. 
Voltando à fig. 1 pode dizer-se que, em princípio, o 
método calcula todos os esforços nela representados. 

O método «trial-load» . completo permite então 
ter em conta a parte mais importante das condi-
ções de resistência duma barragem - abóbada. Ve-
jamos então quais as hipóteses fundamentais desse 
método e como se procede para chegar ao resultado 
final. 

Imagina-se em primeiro lugar que os arcos e as 

consolas  se podem mover independentemente uns 
dos outros (fig. 4) mas, no fim do cálculo, deve 
estar restabelecida a continuidade geométrica entre 
todos os pontos da estrutura, isto é, os arcos e as 
consolas devem ter deslocamentos lineares (com 3 
componentes) e angulares (com 3 componentes) 
iguais nos seus pontos comuns, de modo que a rede 
contínua de arcos e consolas ocupe a posição que 
terá a barragem depois de carregada. Todavia, como 
os arcos e as consolas fazem parte duna único sólido, 
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deverão fazer-se algumas restrições na natureza dos 
seus movimentos. Por exemplo o deslocamento tan-
gencial d as  consolas só pode fazer-se por distorsão 
devida ao esforço transverso e nunca por flexão. 

Quanto maior for o número de elementos con-
siderados no cálculo, tanto maior é o rigor dos re-
sultados. 

A completa congruência, entre os arcos e con-
solas em todos os pontos da barragem, é substituída, 
na estrutura simplificada, pela coincidência dos 
arcos e consolas nos seus pontos de intersecção. 

claro que tal coincidência só é obtida quando 
houver igualdade das três componentes (radial, tan-
gencial e vertical) do deslocamento linear e das 
três componentes do deslocamento angular (rota-
ções de eixo radial, tangencial e ve rtical). O método 
«trial-load», na sua forma mais completa, só realiza 
ajustamentos de tres daquelas componentes: as com-
ponentes radiais e tangenciais dos deslocamentos 
lineares e a componente de eixo ve rtical dos deslo-
camentos angulares, que são as mais importantes, 
sem dúvida. Os ajustamentos das componentes tan-
genciais e das rotações são feitas à custa da ap licação 
de cargas iguais e opostas nos arcos e nas consolas 
de modo que seja nula a sua resultante. Prova-se 
que uma vez efectuados aqueles três ajustamentos 
ficam também ajustadas as componentes tangen-
ciais dos deslocamentos angulares. Não se considera  

porém provado, ao contrário do que 
diz GLOVER [1956], que fiquem tam-
bém ajustadas as componentes ver-
ticais e as angulares radiais. Estas 
são desprezadas no método. 

Das componentes desprezadas, é 
a componente vertical do desloca-
mento linear a mais importante. No 
entanto, como a barragem é cons-
tituída por blocos, o deslocamento 
vertical devido ao peso próprio pode 
ser desprezado e, po rtanto, ficam 
apenas como causas mais impor-
tantes dos deslocamentos ve rticais, 
as variações anuais de temperatura, 
o coeficiente de Poisson, a fluência 
do betão e a eventual curvatura da 
barragem na vertical. Estudos em 
modelo das barragens-abóbada por- 
tuguesas têm levado à conclusão que 
esta última causa pode traduzir-se 
em valores sensíveis do esforço nor- 
mal vertical N2 . 

De qualquer  modo,  usando este 
método de cálculo determinam-se es- 
forços suficientes para calcular as ten- 
sões principais nos dois paramentos 

da barragem ou mesmo em pontos do seu inte rior. 
Deve notar-se que o método fornece soluções tanto 
mais aproximadas quanto maior o número de ele-
mentos considerados e quanto mais longe se levar 
o rigor dos ajustamentos. 

Houve ocasião de aplicar este método completo 
ao estudo de uma das soluções da barragem do 
Cabril. Ainda que na aplicação referida se tivesse 
usado apenas um pequeno número de elementos, 
fig. 5, puderam-se apreciar as dificuldades e o tempo 
necessário a uma aplicação do método «t rial-load» 
completo. A comparação dessa dificuldade e desse 
tempo e ainda dos resultados obtidos por esse mé-
todo com os ensaios de modelo, mostram decisiva-
mente que o método expe rimental é mais expedito 
e mais preciso que o método «t rial-load» completo. 
Os melhores especialistas actuais no cálculo «t rial-
-load» indicaram há pouco tempo (FRED HOUK [1957]) 
que um cálculo completo, com grupos muito bem 
treinados, pode levar 400 homens-dia no caso duma 
barragem vulgar. 

Dados a grande extensão de cálculos e o longo 
tempo necessário para uma aplicação completa, o 
próprio Bureau of Reclamation desenvolveu um 
método simplificado em que só são feitos ajusta-
mentos de deslocamentos radiais. Nesse caso já se 
não podem ter em consideração os esforços Tom„ T5E  e 
V 22  e, portanto, os efeitos das encost as  não podem ser 
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tidos devidamente em conta. Neste método do  
Bureau of Reclamation os ajustamentos são feitos  
também por tentativas a partir de tabelas de cargas  

unitárias. A fig. 6 mostra o resultado da aplicação  

deste método ao cálculo da solução definitiva da  

barragem do Cabril.  
TONINI [1941], a quem se deveu uma vulgari-

zação do método «t rial-load» em Itália, resolveu  
[1950 e 19551 por equações o problema dos ajusta-
mentos dos deslocamentos radiais sem modificar as  

formas das cargas dadas pelo Bureau of Reclama-
tion. Tal procedimento, se é que tem a vantagem  
de poder utilizar as esplêndidas tabelas apresen-
tadas nas publicações deste organismo, dá no  
entanto origem a sistemas complicados de equações  
pois que as formas das cargas dos arcos tabelados  

pelo Bureau of Reclamation são sempre as mesmas  

e não podem por isso ter em conta a posição das  
consolas (fig. 7).  

Recentemente BOSSHARD [1949] apresentou um  
método semelhante ao «trial-load» simplificado, no  
qual a distribuição das cargas radiais é obtida di-
rectamente por resolução dum sistema de equações  

dos deslocamentos radiais dos arcos e das consolas  
nos vários pontos de cruzamento, uma vez conhe-
cidos os deslocamentos radiais produzidos por cargas  
unitárias que va riam com a abertura do arco e com  
a posição das consolas.  

O método de BOSSHARD apresenta então a vanta-

gem da divisão das cargas radiais ser obtida directa-
mente. Porém como as cargas unitárias que o autor  
considera são diferentes de caso para caso, não  é 
possível calcular tabelas que facilitem a sua apli-
cação. Por outro lado, por qualquer dos dois pro-
cessos, despreza-se uma parte da rigidez da estru-
tura; referimo-nos à resistência ao esforço trans-

verso horizontal e à torsão tanto dos arcos como  
das consolas. Deste modo, só por ajustamentos de  
deslocamentos radiais não é possível calcular as  

direcções p rincipais, sendo lógico concluir que as  
tensões normais nos arcos e nas consolas são supe-
riores às que se produzirão na estrutura contínua.  
É isso aliás que se verifica na comparação entre  

resultados de cálculos atrial-load» completos e de  

cálculos só com ajustamentos radiais, ou destes com  

os resultados de ensaios de modelos.  

Existe em Portugal bastante experiência no  

cálculo de barragens pelo método «t rial-load» sim-

plificado, isto é, só cone ajustamento de desloca-
mentos radiais, podendo dizer-se que tal método  

tem sido de muita utilidade em fase de anteprojecto  

das nossas principais obras, isto é, antes de se pro-
ceder ao estudo final por ensaios de modelos. Tal  

experiência tem permitido fazer interessantes com-
parações das quais se têm tirado  (vide  ROCHA, SE- 
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CARGA NA CONSOLA  

RESUMO DO CALCULO DA BARRAGEM DO CABRIL (N.M. 295.00) 

CARGAS CONSIDERADAS  

Pressão hidrostática — Correspondente ao nível máximo extraordinário.  

Peso próprio — Actua só nas consolas, pois a injecção das juntas realiza-se no fim da construção da barragem.  

Sub-pressão — Actua sobre a superfície total da base das consolas, com um diagrama triangular cuja ordenada máxima  

é igual ao valor da pressão hidrostática.  

Temperatura — Adoptam-se, para cada nível, os valores médios do abaixamento de temperatura, que correspondem às  

condições mais desfavoráveis.  

CONSOLA N°3 
	

CONSOLA N°4 
	

CONSOLA N°5  

Fig. 6  
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CARGA 3 CARGA 6 

ARCO 

ARCO 

ARCO 

CARGAS RADIAIS NA CONSOLA 
P=1 

ARCO 

/- 

CARGA TANGENCIAL 

CARGA DE TORSÃO 

CARGA 2 CARGA 5 

Fig. 7 

CARGAS RADIAIS 

CARGA 4 

RAEIM, SILVEIRA e NETo [1956) algumas conclusões 
interessantes como, por exemplo as seguintes: 

a) No caso de barragens simétricas, sem singu-
laridades, implantadas em vales de perfil regular, as 
tensões normais máximas nos arcos dadas pelo cál-
culo «trial-load» são, em geral, idênticas às tensões 
principais máximas dadas pelos modelos. As tensões 
na base das consolas dadas pelo cálculo são bastante 
superiores (20 a 30% em geral) das dadas pelos 
modelos. 

Recentemente, reconhecendo em face dos resul-
tados de cálculo, estudos de modelos e estudos de 
equilíbrios de membranas, a vantagem em aban-
donar as formas tradicionais dos arcos, isto é, 
formas circulares de um centro a montante, têm 
começado a aparecer formas em que a curvatura 
dos arcos decresce para as nascenças. Tal tendência 
não só se iniciou em Portugal (barragens do Alvito, 
Chicamba e Odeáxere), mas também na Itália (bar-
ragem de Reno di Lei) e na Suíça (barragem de 

CARGAS NOS ARCOS 

b) Os deslocamentos radiais dados pelo cálculo 
simplificado, isto é, só com ajustamentos de deslo-
camentos radiais são exagerados. Junto das nas-
cenças da parte superior das barragens podem en-
contrar-se fortes discrepâncias em percentagem e 
até em sinal entre os deslocamentos radiais dados 
por tal cálculo e os dados por modelos. 

c) As impulsões nas nascenças dos arcos supe-
riores dadas pelo cálculo simplificado podem ser 
muito superiores às reais, sobretudo no caso de vales 
V abertos em que o efeito de torsão sobre a parte 
lateral da abóbada seja importante. Tal facto pode 
conduzir a cálculos muito pouco económicos dos 
encontros artificiais. 

Moiry). Nos casos em que sejam usados arcos com 
extradorso formados por segmentos de circunfe-
rências pode ainda usar-se as tabelas do «trial-load» 
(Bureau of Reclamation), mas no caso em que se 
usem arcos não circulares (parabólicos, elípticos ou 
outros) já tais tabelas não prestam qualquer auxílio. 
Num cálculo de anteprojecto duma barragem de 
arcos parabólicos para a Chicamba considerou-se 
então ser de toda a vantagem usar, para cada arco, 
cargas que se adaptassem às consolas que cruzam 
com esse arco, isto é, cargas triangulares com o 
vértice do valor máximo nos pontos de cruzamento 
do arco com cada consola e os dois vértices de valor 
nulo nos pontos de cruzamento com as consolas vi- 
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625  

605  

590  

575 

560  

CARGAS NOS ARCOS  
J 

DESIGNAÇAO E GRANDEZA  
DAS CARGAS  

DE  COEFICIENTES  DEFORMACÃO DOS ARCOS  

Nascença  Fecho  Nascença Fecho 

PONTOS 
ARCO 
625 

x 

ARCO 
605 

y 

ARCO 
590 

z 

ARCO  
575  

t  

FECHO 1 a l  b 1  c 1  d l  

2 a 2  b 2  c 2  d2  

3 a3  b 3  c3 — 

4 a4  b4  — — 

NASC. 5 a5 b5 c N  d N  

Estes coeficientes são afectados dum índice  

anterior que designa o ndmero da carga.  

1 a 1 -Significa deformação no fecho ( ponto 1)  

do arco 625 para a carga 1.  

O índice o significa deformação devido  'a  tem-

peratura e o índice 6 indica deformação  

devido  'a  carga concentrada na nascença.  

N 
DESIGNAÇAO DAS CARGAS 

ARCOS 625 e 605 

Fig. 8  

tinhas. Tal teria a vantagem de poder resolver o 
problema por um sistema de equações fácil de esta-
belecer. O cálculo, tanto das incógnitas hiperestá-
ticas do arco para cada carga—M o  Ho  e V o  —, como 
dos deslocamentos radiais de qualquer ponto faz-se 
ainda pelas expressões seguintes 19:  

1  
Mo  = (D,B3  — D 3 B 1 ) K  

1  
Ho =(—D,B,+D3A,) 

 K 
 , 

em que  

K= A,Ba — Bz„  

A 

 

ds 

fo
s 
 El  + 

 a, 

s y ds 
B _' 	

EI  
^ 

S 

yzds is cos  ¢ds 	rS sen2¢ds 

o EI 	O  EA + 3JO  EA  

+ CC yN + pCOS2 f6N + y see O N  + 2 Kz YN  sen ON , 

• H + MN« + BN az, 
 

o 

S ML yds Cs  H L  cos ¢ ds 	rS  B L  sen ¢ ds _ 
D3 
	EI 	.l o  EA +  3  JO 	EA  

a YN + BN y sen ON —  HN p  cos 0, + . 

+ MN «z  sen O N  + BN  K 2 YN ,  

Ay= — D2 +C,M+B2H+C2V +(MN  a + V N «2)x- 

- HN p sen ON  + (V N   y  +  MN  a2) COS ¢ ,  

i
0

,  
xds 

C' 	EI  

+ x  YN + «2  sen ¢N , 

_ S MLds 
D' 	EI 

+ MN  

Vo = o,  



1. Fecho — 625: oa1 0  T + 1a1x1  + 2a,x2  + 3a,x3  + 4a1x4  +  

+ 5a1 (2x4 — x3) = 1hx (— x1) + 211„ (20—  

—Y1)+ 3hx (35 — z 1 ) + 4hx  (50 — t1 )+  

+ 5hx  (65-2t,+z1 )  

2 —  625:  0a2 A  T + 1a2x1  + 2a2x2  + 3a2x3  + 4a2x4  

+5a2  (2x4  — x3)  = ikx (—  x2) + 2kx (20—  

—y2 ) + 3k x ( 35— z2 ) + 4kx ( 50— t2 )+  

+ õk, (65 — 2t2 + z2 )  

3 — 625:  0a3 A  T + 1a3x1  +  2a3x2  + 3a3x 3  + 4a3x 4  +  

+ 5a3  (2x4— x3)  =11z(—x3)+21x  ( 20—  

—Y3) + 31x (35 — z3) +41x  L50 —  (z 3   +  t2  —  

Y39 t1  /+ d^,
L—

x3.ÌV +(2O —  
J  

— y e ) •^V + (35 — z3).3V+ (50 — z3 —  

— t2 + y3 

2  t 

  ^ • 

4 V]+ 1dNt1  + 2dNt2  

Ii 
+ 3dN \ z3 + t2  Y3+tl 

 2  
DEFINIÇÃO  

DAS CARGAS  
cg.t -  

/ÇI. 2)-  

4

+z2  ) 
 2  

('S xy ds 'S 
sen 0 cos 0 ds 

o EI +  2 .I 	EA  
^ s x 2  ds i s  sen2  ¢ ds 	iscos 0 ds 

C2 EI + O  EA +  3  O  E A  

2 —
, ('$ M^x ds  f S HLsen 0 ds 	̂S V L COS 0 ds 

D EI 	O 	EA +  3
y 	

 EA  

Os valores dos momentos isostáticos e outros 
elementos necessários para o cálculo foram obtidos 
a partir dum desenho rigoroso dos arcos e os inte-
grais foram efectuados por somas de diferenças 
finitas dividindo os arcos num certo número de 
aduelas. 

Na fig. 8 estão indicadas a distribuição de arcos e 
consolas considerada nesse caso e também as cargas 
dos arcos e sua numeração bem como as designa-
ções dos coeficientes das deformações radiais nos 
vários pontos. 

COEFICIENTES DE DEFORMAÇÃO DAS CONSOLAS  

CONSOLA 
1 

CONSOLA 
2 

CONSOLA 
3 

CONSOLA  
4  

COTA 	625 h x  k  I   m x  

COTA 	605 h y  k   l y  m y  

COTA 	590 h Z  k z  l Z  m f  

COTA 	575 ht k  If  — 

COTA 	560 h f kf - -  

GRANDEZAS  
DAS CARGAS  

4 — 625: oa4 A  T + 1a4x 1  + 2a4x2  + 3a4x3  + 4a4x4 +  

+5a4 (2x4—x3)  = 1mx (— x4) +2mx (20—  

[35_  l--5'0+31113-5'0+3111  ((Y4+2•3
x4

3 2
+  z2 

 / + 

+ cN  L— x4.;V +(20— y4 ) .iV+ (35—  

1. Fecho —605:  

íCg. 	 L 	(65-2t+z)  
Ou equivalente na base  

das consolas laterais  

Os egforeos transversos na base das consolas designam-se  
por  V.  O índice inferior designa o número da carga e o 

 superior o número da consola. 

Fig. 9  

Na fig. 9 estão indicados idênticos elementos em 
relação às consolas. 

Em seguida indica-se o sistema de equação a 
que se chegou.  

— y4 — z 3  + x
4  + Z2) 

 3V J
+ 1 CN Z 1  -i-  

+ 2CprZ2+ 3CN  Z3+ 4CN  (4+z3 
 

ob1 A  T + 1 b1Y1 + 2b13)2 + 3b1Y3 + 4d1Y4 +  

+5b1 (2y4—  Y3) =1hy (— x 1 ) + 2hy  (20 —  

—y1 )+ 3hy (35— z1)  + 4hy  (50—t1 )+  

+ 5hy  (65- 2t1+ z1)  

2  
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49  

+ z3  —  
X4  + 22 ^ 

2  
+ 6d3  [—x4  . ; V +  

Y3 + t1 

  ) 2  
x4+z2 ) 

 
+z3 — 	9  .A  

+ ,d,[— x4  . , V +  + 6d2 [— x 3  . 1 V.+ (20 —  

2 —  605: 

3 - 605:  

ob2 o T + 1b2y1 + 2b2y2 + 3b2y3 + 4b2y4 +  

+5b2 (2y4 —  3'3) =1ks,  (- x2) +  2k y  (20—  

— y2) +3ky (35 — z2) +4ky(50 —t2)+  

+ sky  (65- 2t2 + z2 )  

oba  0 T + lb 3y + 2b3y2 + 3b3y3 + 4b3y4 +  

+ ( 20— y4) . z V+ 

x4 + •2  4  

(35 — y4 —z3 +  

= k Q  ( —  ^) +  

(50—  

2 	
J  . 3 V ) 

+ 2k=  (20 — y2)+ 3kz  (35 — z2) +4h$  

— t2) +5kz  (65- 2t2+z2)  

+5b3 (2y4 —y3) -11y (— x3) + 21y  (20 —  

—  y3 ) + 3 1y  (35 — z3)  + 41y  [50—  (23
+

+ t   +t2—  Y3 ^ i  ^^+dN —x3.jV+(20— 
u  

4 —  605: 

— Y3)•iV + (35 — z3) .3 V + (50 — z3—  

y3+ 
 

t2 	 ^V^ +1dNt1+2dNt.+  

+  

1. Fecho —  575: 

+ 

X 4 +  z2 

=11z ( — x3)+21z  (20—  

( 50— z3—t2 + 

2d1t2  + 3d1  (z3 + t2  —  

— 1 	x3  . 	V + (20 —  

+ .2 	' 3 V  

—y3) +31z (35— z3) +4Jz  

i 	Y3  +  t1  

— + 	
t1  

Y3 +  41  +  sdN  Z3+12 	
2 	I 

ob4  0 T + 1b4Y1 + 21) 4y, + 3b4y3 ;- 4b4Y4  

+5b4  (2y4 — y3) =1my (—x4) +2my  (20 —  

x 4 + z2 l 

2 	
) 

o d 1  d T + 1d1 t1  + 

— 
Y3+ t1 -Y4)+3my[35 - (Y4 +z3  9  

2  

2 	+6d 

—y3) . 3V + (35 — z3) . 3 V + ( 50— z3 —  

— t2+ 
Y32 ti I 3V

1 -=' 1h ! ( — x1)+  

+ cN [— x4 . 4 V + (20 — y4).2V+  

^

+  (35 — y4 — z3 +  x4+
2 a2 
	 ) .3 V + 

+ icN  Z i  + 2cNZ2  + 3cNZ3  + 4CN  1 y4  +  

x4 + z2 ') 

2  

1. Fecho —  590: oc1 0 T + lclzl  + 2c,22 + 3c1z3 + 4ci (Y4 +  

+ 2h, (20 —yi ) +3h, ( 35— z1) +4h, (50—  

— tl)+sh, (65 -2t, +zi )  

2 — 575: od2  A  T + 1d2t1 + 2d2t2 + 3d2 ( z3 + t2  —  

+ 23 —  

/ 

+(20  -  y4 )  .  V + 35  —y4 -23 +  

+ 
x4 + 
	
z2 

 ) • ,43 11 =1hz (—x1) +2hz  (20—  
2  

— Y1)+311Z ( 35 —z1) + 4h, ( 50 — t1 )+  

+ 5h, (65 - 2ti + z i ) 

2 —  590: pc2  o T + ic2zi + 2c2z2 + 3c2N3 + 4c2 (3 ,4 +  

+ 6 d2 [— x4.  V +  

3V+(35—z3 ) . 3V+ (50—  

—z3 - 12 + Y3 2 tl  ).4V] =h ( —x2)+  

+2k, (20 —y2) + 3k, (35 — z2) + 4k, (50—  

—12) + 5k,  (65 -2t2 + z2)  

O cálculo deste sistema de equações foi efec-
tuado em máquinas electrónicas de cartões per-
furados.  

— Y.3) 

3 — 590: oc3 <) T + 1 c3z 1 + 2c3z2 + 3c3z3 + 4c3  (y+  

+ (20—y4 ) . ! V + (35— y4 —z3 +  

x4  +z2 

  2  
+23  



1 +V 	1  
ao  = — 

r  E  
Para terminar resta fazer referência a dois es-

tudos recentes. O p rimeiro de LOMBARDI [1955] faz 
um estudo geral da acção de casca e dos efeitos de 
torsão. Depois de estabelecer o sistema de equações 
diferenciais aplicáveis ao cálculo de uma casca ci-
líndrica de espessuras variáveis faz a discussão de 
um método aproximado para a sua integração. Para 
ter em conta o efeito de torsão na resolução das 
equações diferenciais, o autor introduz um sistema 
de arcos e consolas como auxiliar do cálculo. Cha-
ma-se particularmente a atenção para a crítica ao 
método de TõLKE feita nesta obra e para a conclusão  
sobre a grande importância que tem a torsão no  
funcionamento das barragens-abóbada.  

O segundo estudo, da autoria de ALLEN, CHITY,  
PIPPARD e SEVERN  [1956], pode ser considerado um  
passo decisivo para a solução analítica correcta da  
determinação de tensões numa barragem-abóbada  
(SERAFIM [1956). Segundo os autores, não havendo  
experiência em Inglaterra no uso do «t rial-load», foi  
decidido aplicar os métodos de relaxação. Os prin-
cípios agora desenvolvidos para o cálculo das ten-
sões baseiam-se directamente na Teoria da Elasti-
cidade, o que significa que as hipóteses da Resis-
tência de Materiais, especialmente as que se referem 

 à distribuição linear das tensões e que tinham ser-
vido de base a todos os métodos analíticos ante-
riores, foram abandonadas.  

O método não só apresenta uma solução mais  
rigorosa para o cálculo de barragens-abóbada mas  
também tem o mérito de provar que é possível  
obter — pràticamente — a solução de qualquer pro-
blema de elasticidade tridimensional. Sem dúvida  
que tal resultado é devido ao extraordinário desen-
volvimento que nos últimos tempos têm tido os mé-
todos numéricos para a resolução de equações dife-
renciais, para os quais a experiência inglesa sobre os  
métodos de relaxação tem dado uma importantís-
sima contribuição. Parece-nos que a razão primária  
da potencialidade e universalidade desses métodos  
é a sua simplicidade teórica.  

Vejamos então em linhas muito gerais em que  
consiste o método. Consideremos uma barragem de  
paramento de montante cilíndrico e um sistema de  
coordenadas cilíndrico.  

Sejam.u, v e w as componentes radial, ve rtical  
e tangencial dos deslocamentos, a e z as tensões nor-
mais e tangenciais. As conhecidas relações entre as  
extensões e e distorsões y e as derivadas dos des-
locamentos, fornecem, a pa rtir da lei de Hooke, as  
expressões seguintes em coordenadas cilíndricas :  

1+ v 	du 	a 	 ( du u 1 dw 	dv 
E a' — dr + 1-2v \dr

+ r + r 
 do + dx ) 

	

d 	u 	v 
	 Ì 

d u 	u  

d e + r +  1 -2v \ d y +  y
+  

1 dw 	dvl 
+ r do + dz l  

1+v 	dv 	v
(

du u i dw 	dvl 
E 

 
	az 

 dz 
+ 	

1-2v \, dy + y +  r  de + dz /  

1+v _ 1 (  1 dv 	dwl 
E 	ToE 	2\ r de +  d z / 

	

1 +v 	1 ( du 	dvl  
E 	b' =  2 \, d  + dr) 

1+v 	1 (dw 

	

E Te' 	2 \d y  

Se, nas equações de equilíbrio das tensões (vidé  

por exemplo TIMOSHENKO — Theory  of Elasticity), se  
substituirem os valores de a e t tirados destas equa-
ções, vêm as três seguintes equações diferenciais em  
termos de deslocamentos:  

	

d 2 z: 	l d u 	u
l 	

1-2v 
( 
 1 d 2u 

(1—v) ^ 	
d + 

	

r2 	r d r 	r" 

) 

	2 	\ y2  de' 
 + 

deu ¡  3-4v 1 dw 1 d 2v 	1 1 d 2w  
+ 77l 	2 	r2  de + 2 dydz + 2  r  dyde 0'  

d 2v 	1-2 
v( dr2  d

2v 	1 d v 	1 d 2v 
(1 —v) dz

e+  2 	+ r dr + y2  de2 ) +  

1 1 d u 	1 1 d 2w 	1 deu  

+ 2 r d z + 2 r de dz 
+ 2 

 dr dz —
o

'  

	

1 d2w 	1-2 v( 	1 dw 	w 
(1 —v) r2 do2 + 2  	+ r dr 	r2  +  

	

d ew 3- 4v 1 du 	1 1 d 2u 

	

+ dz2  ) + 	2 	r2  d o + 2 r dr de  + 

1 1 	d 2v  

+ 2 r dedz 
— U.  

Estas equações têm de ser satisfeitas para as  

condições aos limites existentes numa barragem:  

no paramento de montante todas as  componentes  
de tensão são nulas com excepção da tensão normal  

ao paramento que é igual à pressão da água. No  
paramento de jusante todas as tensões são nul as  e  
na fundação (considerada indeformável) os deslo-  

camentos são nulos.  

w 	1 d u l 
r 	r de l 

5Q  



6 

2h  

2h ÷n  

5 

	, 	 •  
	̂  

Dividindo a barragem numa rede de lados ver-
ticais, radiais e tangenciais ho rizontais, tão apertada 
quanto o rigor que se quiser, e arbitrando para 
cada vértice da malha um t rio de valores para 
os deslocamentos u, v e w, ve rifica-se se este t rio de 
valores satisfaz às equações às diferenças finitas que 
resultam do sistema de equações anterior. Note-se 
que as expressões que correspondem às de rivadas  
de uma função q (z, r, e) são :  

C d q1 _ q2 — q4  
dy, , 	2 h 

( d ql 	
q5— q6  

` d z .' o 	4 1t  

dg l¡ 	g1  
( del,

—y--q3  
4 h 

C 1)2g l __  g2+ q4 -2qo 

 dy2 /, 4h2  

Certamente esses trios de valores não satis-
fazem essas equações de diferenças finitas. O resto 
da verificação de cada equação chama-se resíduo. 
Note-se que nos pontos da fronteira, u, v e w, ou 
relações entre eles, são conhecidos e, portanto, per-
manecem invariantes. O método de relaxação con-
siste em proceder, ordenadamente, à anulação des-
ses resíduos em cada um dos vértices da malha 
(excepto os da fronteira onde os valores de u, v e w,  
ou suas relações permanecem como se disse inva-
riantes) usando as várias técnicas operatórias de 
relaxação em bloco, relaxação por grupos, etc. 
(ver SOUTHWBLI, [1946 e 1956] e ALLEN [1954).  

A substituição das equações ante riores pelas  
equações das diferenças correspondentes levam às  

seguintes fórmulas para os resíduos:  

Fu, = (1+ 2o /
u2 +C1— 2

r0  1 u¢+ 8(1 	2 v) 	( u5 +  \  

1-2v 12 	r9 -1Qv 
+ u6 ) 

 + 8 (1— v) y2 (Zi l + u3) L 	4 (1— v) 
 

1-2 v y 	h2 	3-4v hr  
+ 4 (1 — v) yo 	yo ] ° 8 (1— v) yó (wl — w3) + 

 

1 1  r  

+ 16 (1—v) 
 (v7 — v 8 + v9  — v70)+ 

 16 (1—v) yo wlt  

—w 12 + w 13 —w 14)  

Fv, =, 

Fw,=  

As formas curvas dos paramentos, especialmente 
 

o paramento de jusante, complicam extraordinària-
mente as condições de fronteira, ob rigando a pro-
cessos de cálculo cheios de artifícios. Chama-se a 

 

atenção do leitor para a publicação o riginal para  
uma melhor compreensão da complexidade do pro-
blema.  

As principais objecções que se podem pôr a este 
 

método são:  
a) Grande complexidade dos cálculos. No estado 

 

actual, só especialistas no método de relaxação 
 

podem pretender fazer a sua aplicação.  

b) Grande demora na obtenção dos resultados. 
 

A aplicação à barragem de Donkan levou tres anos  
de cálculo pelos melhores especialistas na matéria. 

 

c) Ser muito difícil de generalizar para as formas 
 

mais modernas de barragens-abóbada.  

NOTA FINAL: Grande parte do trabalho aqui referido 
 

foi realizado na Hidro-Eléctrica do Zêzere. O apoio dado por 
 

essa entidade ao desenvolvimento, em Portugal, dos métodos 
 

de cálculo de barragens-abóbada é merecedor de todo o reconhe-
cimento. Desejamos também agradecer a franca colaboraçâo 

 

que, nesta matéria, sempre temos tido do Eng. António Fer-
reira da Silveira.  
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