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I

1
I

100
10
100
10

a figura 11 e 1_ repre ento a di tribuiçõe obtida
para a média de 11 amo tragen
Para uma fácil comparação da diferente di tribuições,
Indico eguidamcnte o valor que. na di tribuiçõe
btid ,corn; p ndern a diver a probabilidade p do valor

não cr e cedido

1
1
1
I

1..

d médi corr pan nt pr b b Ud d d o rem excedid ,
Tipo d

um T d d da di UI uiçõemo unr
di lribwç

e.m r.;: ümer

Rder~da debject do
Lrosem amostragensmam l em
mb'liD p = 0.01 P 0,0 P 0.1 P O. O p-O 0,0.-

A 100 0.30 0.4 i O. O 0,- I, 6 1,04 ,O'"

tJ 12 100 0.52 0.5 0.66- O, fi 1.1(l 1• 21 j

12 1000 O.4~n 0.631 o. ,7•• f) • .., o. se I. lfll 1.54 <) 3'" 3.16•II.. '"' ,,,, ...

IJ 120 100 0,77 O, I O, fi 1,01 I,II. 1,!:! 1,35

12 100 0.24 0,20 0.40 O. 3 I, O .!.S _."3
6 b 120 100 0,04 0,71 0,70 0.00 1.1 {'I 1,3~ 1.4ft

• COIIIll/lm, (ia do numero anterior,
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Nota-se que.

a) A média de cerca de 12 amostragens tem uma distri-
buição estatisnca que se afasta nitrdarnente de uma
distribuição normal sendo, designadamente, fortemente
assimétnca.

b) A média de cerca de 120 amostragens tem uma distrí-
burção estatística que não se afasta muito da distri-
buição norma] salvo, naturalmente, para probabilidades
p do valor ser excedido muito pequenas ou muito pro-
ximas da urudade.

Os valores obtidos mostram que a média de cerca de 120
amostragens tem uma distribuição tal que permite uma
confiança «suficiente» perante o «erro» com que é, em
geral, possivel calcular o envelhecimento.

3.3.3 - Determinação analltica da distribuição da média
de n amostragens nas estilizações das dtstrtbui-
ções a e b

A fim de analisar a exploração analitica do problema.
considerou-se para a média de n amostragens o desenvol-
vimento em série de Edgeworth

fez) = cp (x)

!-L3 <p(3) (X)]
03

-r- [_1
4! 3) q>(4) (x) + ~ (~ 2 q>(6) '",

6 ! 03

[
1 (!-LS !-La) (5) 35 !-La ((.1.4 ) (7) ( ) +- - -- - 10--· cp (x) + - - - - 3 cp .\'
5! a5 0'3 7! 0'3 04

280 ( !-L3)3 (9) ]+ - - cp (x)
9 ! 08

T ... ,

sendo x a função «normalizada-

x-
«-:): {z}

O' {z}

e sendo z a função em análise E {z} o seu valor médio pro-
vável e a {z} O seu deSVIO quadrático médro provável.
A notação utilizada e def'inida por H CRAMER no lrvro
«Mathernatical Methods of Statistics», pelo que me dispenso
de a reproduzir
Esta série corresponde a um desenvolvimento da função
de distribuição na função norma1 de distribuição e nas
suas SUceSSIVas derivadas.

36

Os termos, com a sequência assinalada, são da ordem
das sucessivas potências de n-t/2.

Registo apenas os resultados obtidos para os desenvolvi-
mentos correspondentes às médias de 12 e 120 amostragens
nas duas distribuições consideradas:

A) Função de distribuição (densidade de probabilidade)

A.l) Média de 12 amostragens na distribuição a

fez) = 3,21868<p(x)-1,21763cp(3) (x) + O.87703<p(4) (x) +

+ 0,23032~(6) (x) - 0,53208~(6) (x) + ...

sendo

x=
12 . 4: - 6,83540.10-6

3,72823.10-5

2
I

J u

i -"'\
!

i.

I0,8 ~-t-+-t-t-+-+--If-+--t---t-l-t--t-t-I-t--t-+-t-+--t-+-t-t--+-~-t-+- -i
~~+-t-t~~f-+--t--+4-+~~-r1-~~1-~-r~~ ~~~

IOI~-L~~-L~~~~~~~-L~~~~~~~~I-L~~1
, - 4 -3 -2 I -I o 1 I 2 3 .. li:

o

OESENVOLVIMENTO ATE AO I! TERMO
DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 21 TERMO
OESENVOLVIMENTO ATE AO Ji TERMO
DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 42 TERMO
DESENVOLVIMENTO Ar ~ AO 59 TERMO

Fi,. 13 - Distribuição das médias de envelhecimentos diários de
transformadores na amostragem a, n 11.

Desenvolvimento em série de Edgeworth até 30 1.° te ..mo 3,11868 <p (x);
1.0 te rmo 3,11868 <p (x) - 1,21763 <p(') (x); 3.° termo 3,11868 <p (x)-
_ 1,21763 <p(a) (x) + 0,8n03 <p(') (x); ".0 termo 3,21868 <p (x) - 1,11763
<p(') (x) + 0,87703 <Pt') (x) + 0,13031 <Pt') (x); 5.° termo 3,21868 <p (x)-
_ 1,21763 <p(') (x) + 0.8n03 <Pt') (x) + 0,23032 <Pt') (x) - 0,53108 cp(&) (x)
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,.

.Ict"

• I uI

, • J• ,•.,...
".1'IIUI'
.Rlftll."'.1'...,•..

-
-.._ ~_ ..... 64.1.·•••ma

(14+ .... f(')
."U f{'MI

tel) (Ir)-

.') 6dtl de 120 &mOltrapns na diltribuiçlo b

/(1.) 2,9t2952t ( ) - 0,19509Ot(a) (x) + 0,02166~(.,(x) +

+ 0.006533,(1) (x) O,OO1894f(J) (x) + ...

do

120. z - 179.45.5986.1~
41,195382.1~

B) PuDçlo de distribuiçlo acumulada (probabilidade acumu-
lada)

B.I) M6dia de 12 amostragens na distribuição a

F (z) =r • (x) - O,3783Ocp(1)(x) 0,27248,ca> (x) +

+ 0,07156fCl> (x) - 0,16531 ,(C) (x) + ...

sendo

x=
12 . z - 6,83540.10-6

3.72823.t(JI

o I 2 l u- • 1-N-...,
•-
',7
'.1

'.1
I ~'~'"

II- .~
'~

~-

0.' r,ji "
~ .',

0.2 ~~.. ~

0.' 'ó...~
"- ~

0.0
~~..~

-o.' •
u
u
t,4,.

I -2 I -, I I-4 -, o , 2 J 4

-
-
-

-I -, • , 2 l 4

DESENVOLVIMENto ATi AO ,. TERMO------ DESENVOLVIMENto AT~ AO 21 TERMO-- DESENVOLVIMENTOATIt AO II TERMO ....
DElEN_VIMENTO AT~ AO 41 TERNO
DESENVOLVIMENTOAT~ ltD II TERNO

I
5 (a.1o')

"" IS- D.. trt ....._o .. m"i.. d. .nvelheclm_toe di'rioe d.
trIIIIlf.,+s... o.... na .mo.trq.... b. n - 11-

D••• wo'vlm._ .m .. ri. d. Ed.. worth .&6 ao I.·....mo 0.92116, (x):
1.•• rmo .. nll., (x) -1.1'11' ,(I) (xh 1.·termo 0.n"6 , (x) - 19509,(')
(x) + '-111 ,(., (JC); ...... rmo 0,92116, (x) - 0,1.1' ,(I) (x) + .
f(1)(II) +••r ... f(., (x);L· termoO,n"6, (x)-',1.11 ,(I) (x)+ 5.

f(1) (JC) + '$'11. ,(I) (x) - '''1 1M ,(I) (lC).
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B 2) Média de 12 amostragens na distribuição h

F (z) = <l> (x) - 0,21 1789cp(2) (x) T 0,074363cp(3) (x) +

+ 0,022427cp(5) (x) - ° 0205ó6cp(4) (x) + ...

sendo

x-
12. z - 17,94560.1 O-~

13,02712.10-1

B.3) Média de 120 amostragens na distriburção a

F(z) (1) (x) - 0, 119630~(2) (x) -+- 0,027248cp(3) (x) +

+ O,007156cp(S) (x) - 0.005227cp(4) (x) + ...

sendo

x
120. z - 68,35403.10-6

11,78966.10-6

B.4) 1édia de 120 amostragens na distribuição b

-, o 1 u2 J

~_+l_~-+~+-~+!_'r4!~H-J+-~I_._I~-+~J-+-~~~~~__~
0,2 ! I ' 'I VI i:, j.l;

, ! I, >1- :.' ' ,
Ii

0,1 ~-+-+--+j-+--+--T-+---il~ •••~ ,)
.-- ,;. • - -r- --4--+- -i-+--+--+-+--i-+-t--+-+-4-+- -.-~

0,0 t--t~'ti'''''''''''~';;"."'iI!"~...+ I 1 i

_ 0,1 r-+:-+-'t-+-t--;'i-+-r--.;'-+-'~-t:--+-"":'f------+-I--I- -4-4-1-1-:-4-1i~ ii I' ; : I
: i I;,

-0,3H-++-t-HH--+-+-HI--;-,+-+-+-l--+-+-+-+-H:-+_"';:f-I.-+-+-+-~---1
: i-0.4H-t-++-H-++-t-HH-f--+-+,++-4-H--+-+--t--I-l--+-I--+-+--!---+--i,

- 0,5 '___'__'_.....,-'---'L...-L_,..L-...J..-.!-y ..l.-.1.-..L.+...I.-11-..I.-,J-_J1L-l-1....-l-_:L_,I_l..-J--L....L_+--J1L-l~1
I -2 1 -1 o I 1 I 2 I 3 4 I:
-) o 2)' 5 (z,10')

4 -)

-2

... _ .... H._. DESENVOLVIMENTO ATÉ AO l' TERMO
------ DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 21 TERMO
_._ DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 31 TERMO

DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 41 TERMO
DESENVOLVIMENTO ATÉ ÁO 51 TERMO

Fie_ 16 - Distribuição acumulada das médias de envelhecimentos de
transformadores na amostragem b, n = 11.

Desenvolvimento em série de Edgeworth, ate ao 1.0 termo <l> (x); 1.° termo
<l> (x) - O 21179 ~(' (x). 3.° termo <l> (x) - 0,21179 ~(') (x) + 0,01436 ~(') (x);
4.° termo <l> (x) - 0,21179 ~ ) (x) + 0,07436 ~(~ (x) + 0,02243 ~(6) (x); 5.°
termo <l> (x) - 0,21179 ~ (x) + 0,07436 ~('l(x) + 0,02243 ~(') (x) - 0,010566

~(') (x).
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-0,2

F (z) = <f> (X) - 0,066973q>(2) (X) + 0.007436~(3) (X) -

sendo

x-
120. z - 179,455986,10-4

41,195382.10-4 •

Nas figuras 13 a 20 fez-se a representação correspondente
à consideração progressiva das diversas parcelas do desen-
volvimento.
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4,2

4,0

3,&

3,6

3,'

3,2

3,0

2..3

2,6

2,'

2,2

2,0

1,&

1.6

'.'
1.2

,,O

0,8

0,6

0.4

0,2

0.0

0,2 O) 0,7 0,_O"s
-_._.. DESENVOLVIMENTO ATE AO II TERMO
------ DESENVOLVIt.4ENTO ATE AO 2tTERMO
_.- D€SENVOlVlMENTO ATE AO )t TERMO

DESENVOlVIMENTO ATÉ ÁO 41 TERMO
DESENVOLVIMENTO AT~ AO SI TERMO

Fig. 17 - Distribuição das médias de envelhecimentos diário. de
transformadores na amost.ragem a, n = 110.

Desenvolvimento em série de Edgeworth até ao 1.0 termo 10,17831 ~ (x);
1.° te,.mo 10,17837 ~ (x) - 1,11763 ~(') (x); 3.° termo 10,17837 ~ (x) - 1,21763
~e\(x) +0,17734 q>(4) (x); 4.° termo 10,17837 ~ (x) - ',21763 ~(') (x) + 0,17734
~(') (x) + 0,071834 q>(t) (x); 5.° termo 10,17837 q> (x) - 1,21763 q>(') (x) +

+ 0,27734 ~(4) (x) + 0,07283 ~(') (x) - 0,05321 ~(') (x).
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. TI": J ri" 1
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1 J u'1 . .... .a

I

os

O,,

07

05

02

o I

+-
01 +-

-o 3 ....

-04,

-05 ~ ~
-~

0.2 O)
4 l

0,9 (z.IO')

DESENVOLVIMENTO ATE AO I' TERMO
DESENVOLVIMENTO ATE AO 2' TERMO
DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 3t TERMO
DESENVOLVIMENTO ATE AO 4t TERMO
DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 5' TERMO

FI" 18 - Oiltribuiçlo acumulada das medias de envelhecimento de
transformadores na amo.tralem ~, n = 110.

O•• envolvimento em .érie de Ed,eworth, ate ao 1.0 termo <l> (x); 1.° termo
<l> (x) - 0,11963 cp I) (x); 3.° termo <l> (x) - 0,11963 cp(l) (x) + 0,01715 cp(')
(x); 4.° termo <I> (x) -0,11963 cp(l) (x) + 0,01715 cpe) (x) + 0,00716 cp() (x);
5.° termo <I> (x) - 0,11963 cp(') (x) + 0,01715 cp(l) (x) + 0,00716 cp(') (x)-

- 0,00513 cp(4} (x).

Nota-se que:

a) Para a média de 12 amostragens o desenvolvimento
converge muito lentamente e só bastante grosseiramente
p~e ser utilizado. É notória, designadamente, a insufi-
ciência correspondente a densidades de probabilidade
negativas de módulo apreciável, mesmo para o maior
número de termos que se con iderou.

b) Para a média de 120 amostragens, a convergência do
desenvolvimento em série de Edgeworth é já razoável,

embora seja ainda sensível a insuficiência corre pon-
dente a densidades de probabilidade negativas .

Para facilidade de comparação com os resultados obtidos
por simulação. e referidos em 3.3.2, representa-se nas
fig . 13 a 20 a escala correspondente a valor médio unitário
(variável II).

Indico também no quadro seguinte o valor da média asso-
ciado a diversos valores de p, probabilidade de não ser
e cedido. tomando como unidade o valor médio, para o
desenvolvimentos com o maior número de termos C<.J 1-
culados.
Nota-se uma concordância satisfatória entre o dois rné-
textos. principalmente para 11 - '20.
Para reduzidos valores de II, dada a «má» convergência
de série e a rapidez de simulação com o programa atrás
mencionado. a utilização deste afigura-se preferível.

3.4 - ERRO DA ESIIMATIVA DI DISTRIBUiÇÃO DuS ENVELHl:::-

A média dos envelhecimento diários é. ob diversos a pec-
tos, a grandeza de maior interesse a obter no cálculos
de envelhecimento. O erro da e tirnativa dessa média obtida
numa amostragem foi analisado na posição 3.3 com rela-
Iivo pormenor.
Têm também intere e, no entanto, outro elementos for-
necidos pela amostragem, designadamente a estimativa da
distribuição dos envelhecimentos diários. Desta forma. há
que estabelecer a distribuição de erro associado a e sa
estimativa.
Este problema é caracterizado pela distribuição binominal,
pois. conforme aliás foi tratado no artigo «Considerações
Preliminares sobre a Utilização de Amostragens Estatís-
ticas em Problemas de Redes Eléctricas», é redutiv el ao
problema de conhecer a lei de probabilidade p(x) de. numa
amostragem de 11 valores, se obterem
em função da proporção de \ alore

.x supenores a e: ,

da distribuição SlI-
.

penores a E •

Com efeito. a distribuição binomial traduz a probabilidade
p (x) de, numa amostra ao acaso de II objectos com equi-
probabilidade de todos os objectos da «população», e com

Valores da média correspondente ~ A probabitidade p de uno serem
excedidos, tomando como Unidade o valor médio das distribuições

R.efe-
rêncía

Número de
Tipo de elementos em

distribuição da. caobjecto da amostragem
amostragem da média

P=O,OI p = 0,11[, p = 0,1

1 12a

2

S

120

12

120

O,i90750,74778a

0,1:$306b

O,530tHl 0,6"~Ol 0,71517, b

p = (),~ p - 0,5 p = O,{l5 p = 0,99p - !),o p O,~

0,43726 1 .or 4\15 1,a1lO80 1,4 IH3 1, fi4ô:1to

U,\I~1 "ifi I ,13 i' 11) l,~25Ui 1,30713

0,1.'1'\114 1,56:!i:l 1,8!l76:! .) ')"~O3-,-- ...

li, \l1:S50:! J ,181')60 l,aU:!43 1,40106

i.soesi
0,34100 3.4ü~tltS

0,80222 I,001\)0
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•o----10
09

+
0.8

0,6

os

0,4
-+---

0,3

0,2

o. •

- o I
... .

-02 +, --+- ....
- o 3 - -+----'--t-,

.. J_. . ...
-+

+- ~ t

f 2 4 •
2 2,5 (z 104)

+

-
-0,5 .__

-4 -2
0,5

DESENVOLVIMENTO ATE AO 12 TERMO
DESENVOLV MENTO ATÉ AO 2' TERMO

- - DESEN-VOLV MENTO ATE AO 31 TE:RMO
DESENVOLVIMENTO ATE AO 49 TERMO
DESENVOLVIMENTO ATÉ AO 51 TERMO

Fir, 19 - Distribuição da, média.s de envelhecimento. diál'Ío, de
transformadores na amostralem b, n = 110,

Desenvolvimento em série de Edgeworth, ate ao 1.° termo 2,91295 cp (x);
2.0 termo 2,9129S cp (x) - 0,19509 cp(') (x); 3.° termo 2,91295 cp (x) - 0,19509
cp(') (x) + 0,02166 cp(') (x): 4.° termo 2,91295 cp (x) - 0,19509 cpt') (x) + 0,02166
cp(') (x) + 0,006533 cp(O){x); 5.° termo 2,91295 cp(x) - 0,19509 cp(S}{x) + 0,01166

cp(') (x) + 0,006533 cp(.) (x) - 0,001894 cp(') (x).

substituição, se obterem exactamente x objectos satisfa-
zendo a determinada condição, sendo 'J a proporção do
objectos da «população» considerada que satisfazem a
essa condição.
Tem-se

p (x)

representando por G) o «coeficiente binomial».
Seja E {x} o valor médio «provável» de x, definido por

E {x} = L% X P (x)

para distribuições discontínuas e por

(00
E {x} = )-00 x p (x) dx

para distribuições contínuas.
É

E {x} - fi 'J.

40

Seja C1 {x} o desvio quadrático médio de x, definido por

C1 {x}

para distribuições de contínuas, e por

C1 {x} p (X) d.e

para distribuições contínuas.
Tem-se

a {x} -= /I • v . (l-v)

Considerando como unidade de desvio o número n de
objectos da amostragem, virá

~ {.\} - (l-I)

11 II

Têm-se de ignadamente, os valores de
n e de v indicado na fig. 21.

':' em função de

-1 o ) IJ

2::::=:~nP T-S±I+--+-t-t-
; : ~-+--..----+0,9 I

I I i ~ t

0.7 1----!-_......-I--t-"-+--+-+-+-!---4-+--+--+-_+_.;-

0,6 t--O- -- t--: ..........
,_l_ -t-__,.-~

0,4 ~-..-

0,1 --'--r--t--t--1-t--t--+

0,0 ;-y

I ,

- 0,2 -------+
-0.3 ~-+-

", ••-- .. -. DESENVOLVIMENTO ATE AO 11 TERMO
------ DESENV()tVIMENTO ATE AO 21 TERMO
_.- OESENVOLVlMENTO ATE AO 3' TERMO

DESENVOLVIMENTO ATE AO " TERt.40
DESENVOLVIMENTO ATE AO SI TEPMO

Fig. lO - DIStribuição acumulada da. m~dias de envelhecimento de
tr;andormadores na amostrarem b , n = 120.

De.envolvimento em série de Edgeworth at~ ao 1.0 termo <l> (x); 2.0 termo
<l> (x) - 0,06697 cp(') (x); J.° termo <l> (x) - 0,06497 cp(') (x) + 0,00744 cp(')
(x);: 4.° termo <l> (x) - 0,06697 cp('} (x) + 0,00744 cp(') (x) + 0,00224 cp(') (x) õ
5,0 termo <l> (x) - 0,06697 cp' (x) + 0,00744 cp(') (x) + 0,0022" cp(') (x) -

- 0,00065 cp(') (x).
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P iru valere elevados lc n, a distribuição binomial rende
assimptôfi umcnrc p.lta uma distribuição de GAUSS. carae-
teriz ada Illr um dcsv io quadrá: ico médio C1 \/ n v (I - v)

e pür um \ alor médio igual ao valor médio da distribuição
binomial teorema do limite de DE MOIVRE-LAPI ACE).

aproximação gaussenna é em geral satisfatória para
\ ateres de c superiores ou da ordem de 3.
Dado qut.:, corno !'\e concluiu, tem interesse trabalhar ,o111
valores ctt;' 11 moderados. há que considerar valores mo de-
rados de x, para os quais ti aproxiruacúo gausscana da
distribui fio binomial não é suficiente.
Por este rnotivo, elaborei um programa que calcula o valor
p (x) atrás indicado. em função de .v c de v •

Para concretização e aplicação numérica fiz os cálculos
orresponde mes a amostragens de I) e 120 \ alorcs.

1 as figs. 22 c 23 faço a representação gráfica corn.!spon-
dente a estas distribuições.
Para 11 - 120 a diferença entre a distribuição binomial c
a distribuição guusseana para probabilidades de ocorrência
upreciáx eis. e scnsiv el apenas para valores de .v inferiores
ou da ordem de 20 ou superiores ou da ordem de 100.
De ta forma. efectuei ° cálculo da distribuição binomial
apen~h para x <: 24; atendendo à simetria das distribuições
correspondentes a 11 e a n - .v, ficam também definidas as
di tribuições binomial para x 96.
Para \ alores de x compreendidos entre 25 e 95 é suficiente
considerar, salvo para valores muito reduzidos de proba-
bilidade. a aproximação gausseana. que, como se viu. é
caracterizada por um valor médio provável

E {x} - n v

e por um desvio quadrático médio,

cr {x} \/ n v (1-'/) •

a fig. 24 indico, para 11 = 12, 120. 1200, e em função
de v, o desvio quadrático médio c (x) válido quer para a
distribuição binomial quer para a correspondente aproxi-
mação gausseana.
A análise dos resultados anteriores permite concluir que.
para a generalidade das aplicações. a estimativa da dis-
tribuição dos envelhecimentos diários obtida com cerca de
120 amostragens é satisfatória. Designadamente. o erro
quadrático médio, para o valor de probabilidade 0,5, e
5,48, isto é, há uma probabilidade da ordem de 0,68 de
o valor cuja probabilidade de ser excedido é 0,50 estar
compreendido entre o 55.0 e 65.0 valores do envelhecimento
na amostragem.

3.5 - DETECÇÃO DE VALORES SATISfAZENDO A DETERMINADA

CONDIÇÃO

Para diversos efeitos, interessa conhecer a probabilidade
associada à detecção, na amostragem, de valores satisfa-
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zendo a uma certa condição, por exemplo, a detecção de
envelhecimentos diários superiores a determinado valor.

Este problema é redutível à análise feita na posição aruenor.
Com efeito, seja v a proporção de valores que, na popu-
lação, satisfaz à condição em causa. A probabilidade de
esses valores não serem detectados é a probabilidade de,
na amostragem, a sua ocorrência ser nula, o que é o caso
da distribuição binomial para x --= 0, referida e concre-
tizada em 3.4.

Por exemplo, têm-se as seguintes probabilidades p de numa
amostragem de 120 objectos não obter nenhum de um
conjunto cuja proporção na população seja v.
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p

0,005

0,010

0,016

O,!)4t:W
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0,02586
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0,002122
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0,00001614

0,00001216

0,0000032:!~

O,23·Hf.1O-U
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Fig. 24 - Desvio quadratico medio o < x> numa distribuição binominal

p {x} = (~) V
X

(' _ v}n-x.
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.0 J ITR o \ )

2 for
paru

.
a po I a

amo tragenl
definida.
Da pondera ao d \ alore obtidos e da análi e de en os
feita parcialmente de rua na po I ão 3. con luí er ade-
quado con íderar corno ba e a rn dia damo tragcns
5, 6 e 9.

re ultad
onjunt de

obtidos por
h IP tese a I

m Indicado a

o e emplo e

Para utilização do resultado. julguei converucntc con 1-

derar uma apro una ao fun ional, qu\.: permiti C uma
interpolação egura e uma e trapola ão razoàvelrnente fun-
damentada. Pa o a de crever algun do rc ultado obtido.

4.] - TIPO o FU çÃo I r l.RPOLA[)URA U III IZAI>A

4.2 FtJNÇ (US INI mO'oLAI)( "tAS ORIU!SPONI>' NTl!S A DI-

VI'~SJ\S "'PÓIISIS

Apli\IUCI o P' ograma anterior aos resultados corre pon-
dentes às eguinre hipóteses:

a) Amosu <lgcm 11.° (), que, das dez arnostrugen de 12
dias, roi a qne conduziu a menores envelhecimentos.

h) Amostragem 11.(1 t), que, das dez amostragens de 12
dias. foi ti lllle l.:unOUZI LI a maiores envelhecimento.

c) Média da amo tragcns 5, (, c Y, lluC c da ( rdern de gran-
deza c ligeiramente superior à média da amostragens
1 a 10.

Foram consideradas, entre outras, as seguintes funções
interpoladoras:

a) Para o resultados da cimo tragem n.v 6:

ta - 0,222 .10-7 . eS"WO 11.
696 dia J

U,8139.1 U 6 • C8.~OU ,1,C.96 ano 1

b) Para o re ultad da amo tragem n o 9'

Q.. 0,1760.10 7 e.I 1
1
•
69 dia 1

0.6452.10-6 . c4•1 S ,1,oU ano 1

c) Para a media do rc ultados das amo tragens n.0
5 5, 6 e 9:

0,3179 10-7 . eS... l 11 797 dia"?

0,1161.10 . eS.-1 1
1
•
797 ano"?

E:~ _ U, I~U6.1 O 7 • C3,701l fl.65 dla-]

0.6 63 10-G . 3,700 1
1
•
OCi

3no-1

E te de envolv rrnento ão aracterizados pelos eguintes
erro relativo do valere re uhantc da amo tragens em
rela ão ao valore da função:

1 rr r lut iv U" re ull d d 5 um tragen
m relaç d de envolvirn nt anteriores

I :\h: lia u s amo tragens
10 strngem \10 trngcm j. 6 e 9
II O n \1

€,
*

I
E:l

uma U, I ll.ÜlI::IO O,Ut{1~ U,045tl

I I 11,012. 0,02 :3 U.Olf~U
I,i 0,00110 11,01112 (J,O~J3
] , I 0,001 ti 11.01 i'" U,0575
1,7 0,01 1., 0,02 O,O4~O
I,\} O,OOt2 0.02] li 0,0;.74

Pela analise dos resultado, concluí ser conveniente

interpolação por meio de função da forma

p
a . eb./ ,

sendo a, b e p parâmetros a determinar numericamente.
Desta forma, elaborei um programa que, dada uma tabela
de valores de f e E, calcula, para pares de vaiare de b c p,

o valor de a que conduz a valor mínimo do valor quadrá-
tico médio do desvio relativo da função interpoladora.
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v.OI 1
- O,OlQ6
-0,0187

0,0121
0,O~24

-O,OHI3

" uor quadr it ko
médio O,UO i 0,0435 0,0179O,02~b

v rlor 111 lXllIIU O,O:? 0.05,r,O.013~

valor necnt ívo de
umior módulr - O.lUOI511.111 !!.j
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As funções interpoladoras. zl' é:~, e:2 e e:3• bem como os
valores em que se basearam, e a média das amostragen
1 a 10, são indicadas na fig. 25.
A função e:1, uma das funções interpoladoras das amo tra-
gens 5, 6 e 9 tem, designadamente, as seguintes proprie-
dades:

a) O seu desvio em relação à média das amostragens 5,
6 e 9 é moderado, tendo uma diferença relativa de mó-
dulo máximo 0,058 e de valor quadrático médio 0,044(6).

b) Para f = 1, 3 é igual a 1,05(28) da média das 10 amo -
tragens, e para I= 1,7 é igual a 1,12(12) da média das
10 amostragens. Desta forma, em termos de esperança
matemática, a probabilidade de o valor médio e. ceder
o valor da amostragem é, respectivamente, da ordem de
0,346 e de 0,284.
Têm-se, designadamente e em ordem de grandeza, as
probabilidades de o valor médio exceder um valor a . e:1,

sendo e:1 o valor da função interpoladora, indicadas no
quadro seguinte.

c) Nos extremos do intervalo de interpolação a função
interpoladora excede os resultados da média das amos-
tragens 5, 6 e 9, sendo a diferença entre os valores ex-
perimentais e a função interpoladora em função de J

• Amostragem n.· 6

Q Media das amostragens no'" 5. 6 e 9

o Média das amostragen~ n.· I a 10

10~

10'"

10~

Fig. 15 - Ellvelhe<:imento mêdie anual, para
condições base, em função de f, relação
entre a ponta do diagrama de carga e a

potfncia nominal

U,4
0,5
U,6
O,i
U,
0,\1

1

1,1
1,~
i.s
1,"
1....
I, o
1 7

pura
I = 1,3

para
t = l,i

0,U990
0,91:>49
0,938

O,iJ59 O,~231
U, 1-1 U.6529
U,:; ) U,4 5~tJ

O,:HO U,2 89

0,172 0, 1fi~u
0,072 0,0745
0,031 0,OS:!5
0,013 0,0132
o.oos 0,0049
U.OOl o.ooiu

o.ooc,

de forma tal que muito provávelmente, a extrapola-
ção da função para J < 0,9 ou J'> 1.9 erá por evce- o

(6) A função tI tem, em relação a media das amostragens 5, 6 e 9,
uma diferença relativa de modulo ma imo 0,022 e de \ alor quadrá-
tico médio 0,018, truduzindo. portanto, 0'\ resultado", experirnentars
com melhor apro irnação que e:lo A função €l' tem, em relação a
E~, a vantagem refenda na alínea c, que da certa «segurança» à ex-
trapolação. A diferença entre as dua ... funções e. no entanto, muito
pequena e inferior ao erro de cálculos de envelhecimento.
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Fie. 16 - Elasticidade envelhecimento potencia.

Estas propriedades e a análise do problema, levam à con-
clusão de que e;l' uma das funções interpoladoras consi-
deradas para a média das amostragens 5, 6 e 9, é adequada
para traduzir a relação entre o parâmetro / e o envelhe-
cimento, com erro «provável» compativel com a precisão
que se pode atribuir aos resultados de cálculos de enve-
lhecimento.
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4.3 - ELASTICIDADE 00 ENVELHECIMENTO

FORMADOR EM RELAÇÃO À CARGA

DE UM TRANS·

Tem grande interesse o conhecimento da elasticidade do
envelhecimento de um transformador em relação à carga,
em determinado conjunto de condições.
Conforme indicado na posição 4.1, concluí ser conveniente,
para determinado conjunto de hipóteses e definições, rela-
cionar o envelhecimento anual com a carga por uma relação
da forma

P
E: = a , (l·/ ,

sendo

E o envelhecimento anual
/ a relação entre a ponta anual do diagrama de

cargas e a potência nominal de transforma-
ção (para uma mesma «forma» de diagrama)

a, b e p parâmetros

Desta forma, sendo / proporcional à «carga», a elasticidade
em e; em relação à «carga» (para uma «forma» do diagrama
de carga~ constante) é igual à elasticidade de e;em relação a [.
Tem-se portanto:

b . F ·/P •ft'j

Na posição 4.2, para o exemplo definido, considerei, entre
outras. as seguintes funções interpoladoras:

a) El - 0.1161.1 O-o!. e:i,218./1,797 ano ?

b) e;~ - 0.6963.10-5. e3,70./1,6fi ano"!

As justificações. virtudes e defeitos de ambas foram aí ana-
lisadas, pelo que não me refiro ao problema.
Lembro apenas que a relação E:1 tem algumas vantagens
do ponto de vista de «cálculo>, de envelhecimentos, sendo,
em princípio, E:~ mais «fiel» em sentido probabilístico e,
portanto, mais adequada para cálculo da elasticidade.
Represento na fig. 26 os valores

e
~e;\
?:f = [(I)·
/

É notório o elevado valor da elasticidade de E: em relação
a f e o rápido crescimento desta elasticidade com f

( continua)



resumo

Neste artigo apresentam-se alguns métodos destinados a servir de
base à definição da exploração de transformadores de potência a
partir da simulação das condições de temperatura do fluido ref'rí-
gerante, de carga e de indispombilidade.
São tratados, entre outros, os seguintes aspectos:

- Defíruçâo do âmbito do problema annllsado.
- Condições de definição de aquecírnento de transformadores, con-

junto de hipóteses sírnpltücatívas e correspondente modelo de
cálculo de aquecimento e envelhectmento.

- Exemplo de cálculo de envelhecimento por simulação, para um
conjunto de hipóteses representat.ívo de um caso real.

- Erros de amostragem em cálculos de envelhecimento de trans-
formadores.

- Relação entre o envelhecimento e n proporção de carga, àparte
indisponibilidades e ocorrências similares.

- Envelhecimento ao longo de um ano com diagrama de tempera-
turas «regutarízado», isto é, eliminando por tratamento mate-
mático prévio as flutuações de temperatura de tipo aleatorio.

- Efeitos das flutuações aleatórias de temperatura no envelheci-
mento.

- Efeito no envelhecimento de uma exploração com optlmízação
de perdas.

- Efeito no envelhecimento das flutuações de tensão.
- Efeito no envelhecimento das variações da posíção do regulador

de tomadas.
- EfeIto no envelhecimento de indisponíbiltdades.
- Definição de um crítérto de exploração.
- Distribuição de algumas grandezas relacionadas com o envelhe-

cimento dos transformadores.
- Agravamento de perdas associado à exploração em sobrecarga dos

transformadores.
- Efeito da exploração de transformadores em sobrecarga sob o

ponto de vista de potência reactrva.
- Efeito da vanação dos parâmetros adoptados para cálculo do

aquecimento.
- Método simplIficado de prevísâo da ordem de grandeza dos enve-

lhecimentos dlárícs.
- Obtenção de diagramas de carga e de temperatura por métodos

de simulação.

Os métodos propostos afiguram-se suficientemente fundamentados
para basear neles o cnténo de exploração dos transformadores
Conduzem a resultados muito diferentes de outros usualmente segui-
dos e apresentam vantagens económicas muito importantes. Num
exemplo concreto analisado conclui-se que é VIável obter com uma
mesma subestação uma potência cerca de 80 o mais elevada, sendo
as vantagens econômícas da solução bastante supenores aos mcon-
venientes.

synopsis

résumé

DÉfo'INITION DE
PARTIR DE LA
PERATURE DU

L'UTILISATION DE TRANSFORMATEURS A
SIMULATION DES CONDITIONS DE TEM-
FLUIDE RÉFRIOERANT, DE CHARGE ET

D'INDISPONIBI LITE

On présente dans cet urttcle quelques rnéthodes desttnées a servir
de base fi lu dérmítíon de l'exploitution de transtormat eurs de
puíssance fi partir de ln slmulatlon des condítíons de ternpérature
du flulc\e refrigérnnt., de churge et d'indlsponiblhté
Parrní d'autres, Ies aspects suívants sont étudíés :

Déftní tion de )'étendue du probleme traíté.
- condíüons de défmition de l'échauffement de transrormateurs,

un ensemble d'hypothêses sirnpl ificatrtces et le modele corres-
pondunt pour le calcul de I'échaurtement et du vieütlssement

- Exemple de caIcuI du vleillissement par slrnulaticn, pour un
ensemble dhypothêses représentatif d'un cas réel.
Erreurs d'échanti1lonage aux calculs de vreíüíssement de trans-
formateurs.

- Rapport entre le víeíllíssement et la proportron de charge, à
part les Indisponthílités et occurrences slrnllaires.

- víeíütssement le long d'une année UVI!G dragrarnme de ternpé-
ratures «régularisé» c'est à dire, ellmínunt par un traítement
mathématíque préalable les rtuctuatons de temperature type
aléatoíre.

- Effet des f'luctuat.íons aiéatotres de ternpérature sur le víeírlís-
semento
Effet d'une exploitat.íon avec optírmsatíon de pertes sur Ie vieíl-
lissement.

- Effet des f1uctuations de tension sur 1(' víeítüssement.
Effet de Iii posítíon du régula teur de tenslon sur le vleílüssernent

- Effet des indísponíbtlítés sur le víeültssement,
- Déftnit.íon d'un crítêre d'exploít.atton.
Dlstríbutíon de quelques grandeurs rapportés avec le víelllssement
des transrormateurs.

- Augrnentatíon de pertes associée à I'exploit.atíon en surcharge
des transformnteurs.

- Effet de l'exploitation de transrorrnateurs en surcharge en ce
qui concerne la puíssance reactive.

- Effet de la varíatlon des paramõtres adoptés dans le calcul de
l'échauffement.

- Méthode sírnplíriée de prévlsíon de I'ordre de grandeur des
vieillissements journahers.

- ObtentIon de diagrammes de charge et de ternpérature par des
méthodes de Simula tíon,

Les méthodes proposées semblent être surnsarnent fondamentées
pour y baser le crítere d'exploítatton des transformateurs. Jls con-
duísent ades résultats três differents de ceux obtenus avec d'autres
méthodes usuellement uivies et présentent des avantages econo-
miques três Importantes. Dans un exemple concret analísé on
conclue qu'on peut obtemr avec un même poste une puissance
d'environ 80 00 plus elevée, les avantages économíques de cette solu-
tion étant três superíeures aux inconvénients.

DEFINITION OF THE TRANSFORMERS UTILIZATION FROM
THE SIMULATION OF THE COOLANT TEMPERATURE, LOAD

ANO UNAVAILABILITY CONDITIONS

'I'hís artícle includes some methods mtended to serve as a basis for
power transformers servi ce , Irom the simulation of ternperature
condítíons of the coolant, load and unavailablltty condíttons
Among others, the following aspects are studied:

- Deflnttion of the problem extent.
-- Condlttons Ior the definition of the transrormers heat lng , num-

ber of stmplifyirig hypotheses and correspondmg method for
heating and agmg calculatíon.

- Example of agmg calculatíon through símulatíon for a serres of
hypotheses representírig an actual case.

- Sampling errors ln transformers aging calculatlons.
- Ratio between agrng and load proportion, apart from unavaíla-

bilIty and Similar occurences.
- Aging through a year with a «regularísed» temperature diagram,
that IS, eliminating aleatory temperature üuctuaríons by rneans
of a prelimmary mathematícal treatment.

- Effect of aleatory temperature ríuctuauons over aging.
- Effect of a servíce wíth optímízed lesses over agrng.
- Effect of voltage fluctuation over agíng ,
- Effect of posítíon changes ín voItage regulators over agtng ,

- Effeet of unavailubirity over agíng ,
- De!inition of a service crtterícn ,
- Distribution of some quantities concernme transformers agmg ,
- Increase of losses connected with an overIoad working of the

transformers.
- Effect of an overload working or the transformers in what con-

cerns reactive power.
Effect of the variatíon of the parameters ndopted of heating
calcula tion.

- Simplified method to foresee the average dally azme.
- Obtention of load nnd temperature dla erarns tbrouch strnulatlon

methods.

The proposed methods seem to be sufficently grounded to serve
as a basis for the transformers working criterton , They lend to
results rather díf'terent from those usually followed and display
very important economícal adva ntages. F'rorn o concrete exumple
which has been studied, it was conclued thut it is possible to
obt ain a power about 80% higher with the sarne substation , whereas
the economícal advantazes or this solution greatly exceed íts
inconveniences.
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