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resumo

o método dos elemen-
tos finitos constitui hoje
em dia uma poderosa e
versátil técnica de simu-
lação e análise, extensiva-
mente usada na maioria
dos ramos da engenharia.
As limitações existentes
na presente geração de
sistemas de solução por
elementos finitos ao ní-
vel do modelo de repre-
sentação e da transferên-

-----_-

cia de informação geomé-
trico-topológica p a r a o
modelo de elementos fi-
nitos têm constituído o
principal obstáculo à sua
plena au toma t iz aç ão .
Nesta comunicação apre-
senta-se um modelo de
representação integrado,
único e completo, basea-
do numa decomposição
hierárquica e recursiva.
A realização funcional do
modelo proposto foi apli-
cada à análise de proble-
mas no âmbito das dis-

tribuições de campo eléc-
trico.

sumrnarv
.;

The [init e element me-
thod is now well est ablis-
hed as a powerjul as H'eU
as versatile technique in
many [ields 01 engineer-
ing analysis. Neverthe-
less, in current [inite ele-
ment systems, [inite ele-
ment modellers are po-

Introdução

As limitações existentes na presente geração de
sistemas de solução por elementos finitos ao nível do
modelo de representação e da transferência de infor-
mação geomet rico-topológica para o modelo de ele-
mentos finitos têm constituído o principal obstáculo
à plena automatização do metodo dos elementos fini-
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(.) Comunicação apresentada nas J." Jornadas Hispano-Lusas
de Ingenieria Elcctrica, em Vigo, 4 a 6 de Julho de 1990.

orlv structured and con-
ceived independentl y 01
lhe geometric modeller "
precludding lhe emergen-
ce 01 really, autom atic
[init e element systenlS .

Consideration is given in
thls papel' lO lhe deve-
lopment 01 an integrat ed
modelling s vst e m tliat
provides complete and

• •uni que geometric repte-
sent ations bosed on spa-
tiallv orierued, liierar-
chical dat a struct ures.

tos. As diversas fases que compõem e te método,
tradicionalmente designadas por pré-processamento,
solução e pós-procexsarnento. tendem cada vez mais a
ser conce bidas como in terl igadas e in teract uan tes,
\ isando incorporar vários desenvolvimento no âmbi-
to do desenho assistido por computador. dos gerado-
res de malha. dos algoritmos de solução e da análise
adaptativa. lO entanto. a dificuldade de dispor dum
modelo integrado. capaz de dar satisfação às exigên-
cias impostas pelas diversas fases, tem originado com
frequência e prolife ração de modelos de represen ração
Incompletos. quando concebidos dum ponto de \ ista
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integrado dirigido à automatização plena. Propõe-se
neste artigo um modelo de representação integrado,
unico e completo, baseado numa decomposição espa-
cial hierárquica e recursiva. A análise por elementos
finitos de Galerkin [1] é desenvolvida no quadro da
nox a estrutura de representação com base em funções
de forma modificadas, adaptadas às características da
malha apre entada, designada malha quadtree ou
quadarvore

O termo quadárvore designa uma classe de estru-
turas de dados hierárquicos, de resolução variável,
baseada nu ma tecnica de enumeração espacial bidi-
mensional por decomposição recursiva [2]. A cons-
trução da estrutura quadárvore duma figura poligonal
obtem-se por decomposição recursiva duma janela
2r X 2', no domínio imagem, afecta a uma dada reso-
lução R = 2r

, controlavel pelo utilizador. O critério
de complexidade adoptado no refinamento (continua-
ção da divi ão recursiva) baseia-se na homogeneidade
de cor. identificando área interiores, exteriores e
fronteira da região em análise. recorrendo a algorit-
mos de c1ipping. De acordo com este critério, a janela
e recursivamente dix idida em quatro sub-janelas iguais
sempre que um lado da linha poligonal penetrar
na janela em análi e. O critério limite imposto é o
da resolução especificada pelo utilizador. A~ quadár-
\ ores e formas cod ificados afins são estru tu ras parti-
cularmente úteis e eficientes quando se pretende
operar transformações sobre os objectos que repre-
sentam. As operações booleanas sobre figuras são
particularmente eficientes em termos de quadárvores.
A partir das figuras elementares estabelece- e uma
estruturação orientada a definição de objectos. A sub-
sequente realização sobre os objectos de operações
gecmétricas de conjunto (booleanas), permite ao uti-
lizador modelar interactivamente geometrias bidimen-
sionais complexas. A codificação quadárvore de
objectos torna possível o desenvolvimento dum pro-
cedimento de malhagem quadrangular, a partir do
próprio processo de decomposição hierárquico recur-
sivo usado peja estrutura de representação.

Geração de malhas de elementos
quadárvore

Os geradores de malha no âmbito do método dos
elementos finitos têm por função gerar uma ade-
quada discretização da região do espaço em análise,
a partir da sua definição geométrica. As malhas de
elementos finitos têm sido tradicionalmente represen-
tadas por duas listas: a lista de coordenadas dos nós.
e a lista dos nós afectos aos elementos. Nesta repre-
sentação não existe qualquer informação explícita
acerca de vizinhança, entre nós ou entre elementos.
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embora se possam obter tabelas de vizinhança através
de algoritmos de procura, com custo proporcional ao
produto do número de nós N pelo número de ele-
mentos E, ou seja, O(N' E). Na sua forma mais ele-
mentar, a geração de malha consiste então na especi-
ficação manual dos dados afectos aquelas listas.

A geração de malha quadárvore consta de duas
fases. Na primeira fase é feita a definição da geome-
tria recorrendo a operações quadárvore. Na segunda
fase é imposta a condição de vizinhança restrita a
todos os elementos. Esta condição limita a dois o
número máximo de elementos adjacentes (primeiros
vizinhos não-diagonais) a um lado dum dado ele-
mento. Isto é, um refinamento de malha progride
quando muito no relação 1:2 entre elementos adja-
centes. Partindo duma partição espacial recursiva do
espaço obtém-se uma estrutura hierárquica arbores-
cente, em que as folhas da estrutura representam
objectos primitivos e os nós interiores representam
objectos compostos (associação de objectos primiti-
vos). E tes objectos primitivos ou elementares serão.
para efeitos da análise por elementos finitos que se
segue. entendidos como elementos. Os objectos ele-
rnentares correspondem aos elementos propriamente
ditos, e os objectos ccrn postos correspondem a super-
-elementos. A informação básica a incorporar no
modelo diz respeito à definição da geometria dos
elementos e à definição da numeração dos nós dos
elementos. Devido à forma de partição espacial
regular usada, a geometria dos elementos fica defi-
nida especificando apenas as coordenadas dum nó e
a dimensão do elemento. Sem perda de generalidade,
consideram a seguir apenas elementos quadrangulares
bilineares e isopararnétricos. A incorporação desta
informação na estrutura quadárvore é feita ligando
por apontadores cada nó-folha da estrutura árvore a
uma nova estrutura designada elemento. Em lingua-
gem C a estrutura quadárvore redefinida e a estru-
tura elemento \ êrn então:

typedef struct quadarvore {
char inf'o:
struct árvore * left, * mid l , * mid2, * right;
struct elemento * lfptr.} ~

typedef struct elemento {

int num: / * número do elemento */
char tipo: / * tipos P, •.Y */
int filhos: / * quadrantes I, 2. 3, 4 */
in t dirn: / * dimensão do elemento */,

int xy [2] ; / * coordenadas dum nó */
int no [4] : / * numeração dos nós */
int flag [5]: /,;. bandeiras de assemblagem */
struct elemento ...next.}:
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A estrutura incorpora tambem variáveis de nume-
ração do elemento, de identificação do tipo de ele-
mento (interior ou fronteira), e de identificação do
tipo de \ izinhança (bandeiras de assemblagern). A"
estruturas do tipo elemento, correspcndentes a nos
interiores ou fronteira são posterrorrnente ligadas em
lista. A estrutura resultante apresenta o aspecto indi-
cado na figura l. A numeração dos elementos que
se representa corresponde à sequência do percurso
pré-ordem dos nós folha interiores ou fronteira do
domínio. A estrutura ligada elemento contém toda
a informação necessária para a fase de solução por
elementos finitos, pelo que se torna útil desligar a
lista ligada da estrutura arborescente, construindo
uma lista duplamente ligada, independente, de estru-
turas elemento.

5..
2

3,

(

c 1

onde A é um operador ehpt ico, rr const.intc > O. Q
um dorrunio limitado cm R v com fronteira r. 11 a
direcção da normal exterior a 1'2 e r = 1· U r.:

Como "e sabe, na formulação isopararnétr ca
tanto a interpolação das coordenadas como a inter-
polação dos \ alores da função ou funções associadas
à região em analise usam as mesmas funçõe de
interpolação, definidas no sistema de coordenadas
natural do elemento. Assim, a função (ou funçõe s)
definida no elemento é interpolada do mesmo modo
que a geometria subjacente. Considerando um ele-
mento bidimensional genérico. a interpolação de
coordenadas pode ser expressa por X = ~ N i X,.

)' = ~ ;'v i r.. i = 1..... q, sendo x.)' as coordenada",
dum ponto generico no elemento de .r . )'., I = 1. ... , q.
a coordenadas dos seu-, q nos. As funções de inter-

tl S

Fig. t - Representação em quadarvorc.
a) Domínio
b) Estrutura quadárvore estendida.

- -1 'u:; 3
a b

Análise por elementos finitos

A técnica apresentada de geração de malha a
partir da estrutura quadárvore gera elementos não-
-conformes. No entanto, a normalização imposta
pela condição de vizinhança restrita (garantindo uma
transição de malha grossa para malha fina na rela-
ção 1:2) e a introdução de funções de base modifi-
cadas, definidas abaixo. permitem adequar a malha-
gem quadárvore à solução clássica por elementos
finitos (com elementos conformes) [I, 3].

Considere-se o problema de valores fronteira em
equações diferenciais do tipo elíptico descrito por

Au == f em Q,
em T', Iu=g

8u
--+aU=O em r.
Sn
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polação (funções de ba e ou funções de forma) I',
estão definidas no sistema de coordenada') natural
do elemento, definido em termos das variáveis r;«
variando en tre - 1 e + 1· A ~ funções ~V, para o
elemento linear assumem a forma 1\. = ! (I + rr,)

(l + ss.i. sendo ri' ~, a) coordenadas naturais do
nó i. Usando as funções de interpolação ', assim
definidas é então possrvel aproximar qualquer função
u definida no elemento por u == ~ 1\', u!, i = 1, ... , q

Considerem-se os ele me n tos ]ineares da figu ra 2a.
As coordenadas dum ponto na interface 3-5 podem
ser expre s s a s por x = ~(I - r) X3 + ! (I + r) xs,

y = i (1 - r) )'3 + ~ (1 + r) Ys, com r variando entre
- 1 e + 1. Daí revu Ita r == [2 (x - y) - (x, - )'J) -

- (x, - )'5)] / (xs - Ys) - (Xj - )'3)]'

De Igual modo a função u vem e x pr ess a por
u = -}(1 - r) u, + 1 (I + ,.)us. Com u = T q, onde
NT = (Iz! 116 hJ 111], qT = [U7 Uó li) U4], se ht forem
as funções de base habituai definida no nó i,
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Fig. 2 - Elementos para refinamento-h.
a) Refinamento simples.
b) Refinamento duplo.

seguindo o procedimento apresentado em [4J intro-
duzem-se funções de base modificadas nos elementos
de forma a garantir a sua compatibilidade. Convide-
rando elementos lineares, irnpõe-se à função no nó
4 a condição de interpolação linear entre 01\ nós 3
e 5. Deste modo \ em N'T = [127 h6 hJ + ·1 (1 - ri) h,
[(1 + ,..,)12./1. q'" = [UI Uó U3 usJ, onde r, devigna a
coordenada interpolada do no 4, obtida por substi-
tuição das coordenadas X.J,)'J Supondo o nó 4 loca-
lizado no ponto médio do se g rn e n t o 3-5, r4 = O,
que N'T = [h] 116 113 + ·1 (hJ) -} (h~)]. Com um pro-
cedimento análogo pode-se obter (fig· 2b) x, =

t(l-")X3 + -} (l +r).\5' x] = 1 (l-s)'\3 +
+ ~(1 + s) X6'-

Aplicações

Para fins de teste analisaram-se algumas configu-
rações electródicas para diversas resoluções de malha,
comparando os valores teóricos do potencial e da
intensidade de campo eléctrico com os valores obtidos
na análise [5]. Apresentam-se a seguir alguns resul-
tados obtidos para a con figuração esfera-plano. As
unidades usadas para o campo eléctrico [%/um]
referem-se a uma diferença de potencial normalizada
de 100 para O volts cn tre eléctrodos, com a distância
medida ern unidades do modelo [um]. Supõe-se que
o dieléctrico é o ar, por razões de simplificação.

A solução analítica de distribuições de campo
electrico e de potencial entre eléctrodos esféricos
(fig. 3a) pode ser obt ida recorrendo ao sistema de
coordenadas bi-esféricas [6]. Designa-se por i a dis-
tância entre eléctrodos segundo a linha de separação
electrónica mínima, U o potencial no eléctrodo de
alta tensão de raio ri (T) o potencial. <1>' o potencial
normalizado CI) / a, E a intensidade de campo eléc-
trico e E' a in tensidade normalizada B' = r I " E / UI.
Estas designações foram adoptadas por Mattingley
et aI. [7] e por Pillai et aI. [8] no estudo de confi-
gurações clectródicas esféricas pelo que se utilizam
também a seguir, com \. ista a comparar os resul-
tados. Mattingley e fectuou uma tabelação de valores

Fig. 3 - Con figuração esfera-plano
a) Modelo da configuração esfera-plano
b) Geometria quadárv ore para a configuração

esfera-plano
c) Linhas equipotenciais para a configuração

esfera-plano.
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para várias geometrias, ao longo da linha de menor
separação inter-electrónica. Estes resultados foram
posteriormente confirmados por Pillai usando o mé-
todo de simulação de carga [9]' O Quadro 1 apre-
senta o.... \ alore-, obtidos com ba e na geometria
quadárx ore da figura 3b e os valores de referência
[7], para uma configuração esfera-plano (fig. 3) em
que r-] r, = oc e g Ir} = 5. As l.nhas equipotenciais
obtidas estão visualizadas na figura 3c.

QUADRO 1
Configuração esfera-plano

fIg
POTENCIAL CAMPO ELÉCTRICO

com
rl/rJ = 00
g/rI = C; Referência Calculado Referência Calculado

0.0 1.0000 1.0000 1.1173 1.2646

0.2 0.4383 0.4373 0.2857 0.277?

0.4 0.2432 0.2451 0.1353 0.1330

0.6 0.1367 0.1425 0.0855 0.0865

0.8 0.0625 0.0659 0.0661 0.0692

1.0 0.0000 0.0000 0.0608 0.0641

Conclusões

O modelo de representação quadárvore-região, que
se apresentou, elabora uma representação geométrica
discreta dos objectos, por decomposição espacial
hierárq uica recursiva. A facilidade de integração do
modelo com técnicas e procedimentos usados em
computação gráfica e processamento de imagem \ ia-
biliza a concepção integrada das fases de pre-proces-
sarnento e pós-processamento para efeitos da automa-
tização do processo de análise por elementos finitos.
A possibilidade de alterar dinamicamente a árvore de
representação, essencialmente por inserção e remoção
de nós e sub-arvores, revela-se fundamental na efi-
ciência e flexibilidade conseguidas na realização das
técnicas de refinamento localizado de malha e control
à-posteriori de erros próprios da análise adaptativa

em elernen tos finitos. As propriedades dinâmicas da
estrutura são também bastante úteis nas fases de
composição de figuras e de geração de malha. A. estru-
tura arborescente posvibilita a construção de repre-
sentações geométricas de resolução crescente com o
ruvel da raiz da quadárvore , sendo o refinamento da
precisão numérica da solução por elementos finitos
igualmente progressiva. A principal limitação do mo-
delo resulta da natureza espacialmente discreta ou
digitalizada da aproximação geométrica das fronteiras
dos objectos. Esta discretização assume evpecial im-
portância em linhas de fronteira oblíquas em relação
aos eixos coordenados, pois que a existência de
reentrâncias introduz singularidades que afectam a
precisão nurnerrca final. Esta limitação pode ser
grandemente minorada aumentando o refinamento de
malha naquelas zonas de fronteira. O modelo foi
testado na análise de configurações electródicas para
problemas electrostaticos. •
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