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Transmissão Térmica nos Fenómenos
Transitórios ou em Regime Permanente

e sua equivalência com os das Redes Eléctricas
II - Transições Térmicas

resumo

oAutor analisa os fundamentos teóricos da transmissão térmica em
fenómenos transitórios, seguindo o modelo de cálculo en1 linhas
eléctricas. As conclusões são importantes para estudar efeitos termi-
nais de reflexão (a seguir).

Thermal Transitions
summary

The Author anal, 'S;S the theoretical principies ofthennal transmission
in transient phenomena. using the sanie tnodel as normallv is used to
electrical line calculations. C0J1clusio17S are important to studv reflexion
effects (to be continued) ...

Logo que as distorções do sistema térrmco ficam inalte-
ráveis pode-se explicitar com maior detalhe as relações pelas
quais as temperaturas e os fluxos térmicos ficam ligados [1].

Considerando ainda urna superfície semi-infinita, pode
substituir-se CJ por pc.~T = per. introduzindo-se aquI a noção
de capacidade térmica linear

• urna de natureza puramente resistiva definida por

11=2

L
11=1

J[ C, f3, À I ) R
f (,

e
" + (l +

À

c= 1
Êl

(1 1)

e correspondente a uma queda óhmica de tensão nos
circuitos eléctricos:
• outra do tipo puramente indutivo definida por

J[ C, /3, À R
t,e pode-se substituir também o t1uxo térmico de fuga nos topos

por uma expressão pondo em ev idência urna condutibilidade
lateral hnear G tal que

.
J

equivalente ao fluxo exterior e interior dos condutores nos
circuitos eléctricos obtidos por <t> = Li.

CJ, = Gl (I'))
A soma destas duas últimas cxpressõe-, permite escrev er

Ter-se-à assim para U111asuperfície qualquer
11=2ar L e + (1 +n

Bx ).~
"11=1

do
1= (p C .....G)T

d v
( 13)

Por outro lado, pode-se ainda considerar a avaliação da
temperatura d T dr numa superfície constituída por duas
camada", C0l1l0 sendo uma SOOla de duas parcelas:

()4)+p c
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A" evprcv-õc-. (I ~) c ( 14) permitem pt)1 cm evidência ,h

-cguinte-, equaçõc-,
Uma equivalência do fenómeno térmico duma superfície

mulu-camada com uma linha será tanto mais fiel quanto mais
parcial izada for a sua representação.

Vcri fica-se assim pela figura 1. e tal como por outro
dcsenvol vimcn to havíamos deduzido [2]. o modelo análogo
dlim fenómeno térmico será mais aproximadamente repre-
sentado por um filtro TC e não cm T como é corrente verificar-
-sc em toda li literatura que conhecemo.,

E evidente que tratando- c de fenómeno permanente: e
tendo ern consideração a expressão da impedância definida
em ( 15a), II e ..quema indicado para a figura I . implificar-se-
-ú por II \ a lor I tender para in fio iro, ficando reduzido ao
representado na figura 2.

Os fenómenos térmicos, tal como os fenómenos eléctrico',
h idrául icos e pneumár icos (também acústicos). rc flectem-se
sobre ob táculos (zonas de tran i ão), Na linha' eléctrica a
onda são guiada airav és do c mdutore . onde O' único
obstáculos e \ criticam nas zonas de transição do tipo do
condutores e no fim da linhas. No fenómeno térmico o
obstáculos são u que se verificam nas superfícies livres
(entrada e saída do sinal térmico) e na superfícies de contacto
das \ árias camadas..

Do simple facto da velocidade de transrni são das diver-
sas camadas serem di ferentcs, as diferentes onda reflectidas
sucessivamente numa superfície multi-camada obrepõem-
se de forma mais ou menos complexa. Duas circunstâncias
fundamentais simpl ificam o fenómeno.

A primeira \: ti natureza periódica eventual da onda
injectada no caso onde o comprimento de onda corresponden-
te ao período for igual ao sub-múltiplo da espe .sura da
camada considerada, o que provocará um fenómeno de

• Impedância térmica

11=2

L C'
z= A + (I +

"n=l

R +
(

( 15a)+j
(

R

• Admitânciu longitudinal

)'= G + pC t 15b)

• Admitânciu transversal

z-z +2
(

( 15c)

onde
11=2

Z" = R" = L
11=1

e
,
/ ...

n

(lSd)

que é um valor resistivo puro. e ainda

{
z = 1 +
l

R ( 15~)

Consegue-se assim. trabalhando e01 analogia estreita com
os fenómenos eléctricos, equivaler os fenómenos térmicos
numa superfície qualquer em multi-camadas com uma linha
eléctrica constituída por vários troços, desrgnando-sc por Zdv
"em série" e Yd\" em "paralelo". Para que esta reprcvcntacào
tenha significado físico é preciso que o comprimento clcrncn-
tar dr veja inferior ao comprimento limite expresso nas
condições (3) e 2rrl\.r ri e então que dr seja tão pequeno que
° fenomeno estudado seja de vanação (no tempo 1) mal'
rápida ou com a frequência mais elevada.

~ .
revsonanc la.

segunda é a atenuação <cmpre crescente em função da
frequência exp (-)1.\) que elimina praticamente a" frequências
(harmónicas) mais elevadas após um certo tempo de percur-
"0 De Cacto. este dois fenómeno" (tal como se verificam nas
lmha-, clcctricas) apo- um número suficientemente fraco de
reflexões origina que II forma das ondas seja \ izmha da forma

Yo I
Yo I

YI Y1 Y2 Y2 I
Y3I I I I ---

Fig. 1 - Esquema equivalente do fenómeno térmico.

ro rI r2

I « I I I I I I « II I I ---
Yo Y1Yo Y1 Y2 Y2 Y3I I I I I I I ---

Fig. 2 - Esquema cquivulente de um fenómeno térmico permanente.
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<mu-oidal. Ela rc-ulta do facto de que a vobrcpostcào de
frequências \ izinha-. agrupadas cm t01110 de \ a lorcs pn \ t1c-
giados. se pode av-rnular a frequência" propria-, Vcrific.u-
"c-a cm muitos C~l"O""p-cudo-Ircqucncia-," porque de falto
o crc-cunento da atcuuação com a trequcnc ia e a" altcrnan-
ria" <uce-sr, é.1'. corrc-pondcrão a uma f rcqucncia media ma is
ou mcno- \ ariax cl e de \ alor decrc-ccntc

Enquanto a ordem de grandeza dc-t,i-, "pvcudo-Ircqucncr-
a" propnas ,. da" rede" clectrica- são conhecida" do" c-pcc 1-

ah-t,i-, nada <e conhece no rc-peuantc .10" Icnorncno-, tcrnu-
lO" cm paredes homogcnca- de larg~l ..iphcacão, não só na
industria da con-trucão civil nacional corno no c-trangeiro.
Dex cr-se-á aqui deixar perfeitamente esclarecido que esta
afirmação da ex isiência de "p-endo- frequência" próprias'
no" icnómenos térmico- e da evcluxiv (.1 rcvponsabrlidadc 00
autor, urna vez que I1JO "e conhece literatura tccnica mcnc i-
onando explicitamente estes fenómenos térmicos e c.l tal
conclusão termos chegado apen .." pela análise das analogias
entre 0- fenómenos eléctricos e os tcrmicox e não por
efecriv acão de quaisquer trabalho- laboratoriais (o-, quais não
nos são acev.r, L I").

Nas redes eléctricas a noção de frequência própria é mais
frequentemente utilizada pela noção da tensão transitória de
restabelecimento da rede (tão útil na análise das redes). que
põe em evidência a inclinação e a forma precisa do cresci-
mente da tensão entre duas parte da rede separada pc la
abertura dum disjuntor.

Toda a variação no tempo e no t"J1(.1~O. relativamente a um
ponto intenor ou exterior dum corpo (placa para (.1 situaçâo
que nos mteressa), originada por lima causa qualquer, dará
origem a uma concentração ou a uma rarefacção de energia
térmica nevse ponto que se \ ai repercutir no espaço cnvolx ente
e assim Vai originar uma onda térmica.

O estado térmico dum corpo será definido no ponto de
abcissa x ao instante I pelo fluxo térmico que atravessa (.1

secção considerada e pela sua temperatura. Esta-. duas gran-
dez av. tal como demonstramos em [11. bastam com efeito
para a onda térmica progredir à volta dos ponto ....conviderados.

O di fereneial do nuxo térmico q e o da temperatura I num
determinado ponto P. variando de forma pcnodica, ongmará
que. a uma divtância d do ponto em e ....tudo considerada grande
em relação ao cornpruncnto de onda o-, diferenciais tórrruco
e o respectivo fluxo se anulem rapidamente logo que d
aumenta indefinidamente. \r en fica-se a "dcsfasaucm no._

espaço" entre as variações sinusoidar- da temperatura e do
fluxo térmieo c. considerada uma superfície <cnu-infinua,
para que o plano da onda propagada no mtcrior da camadu
seja segundo a normal a vuperficic, dcfirur-se-á aqui c-tu
como lima onda plana. A sua propagação será equivalente cl

que se verifica nas redes clectncas em que o fenómeno de
propagação é determinado pelas \ anaçõcs do eampo clccui-
co e magnético. dando origem a potcnciars retardados cuja
representação scra evcnta segundo a Junção

x
V(x, 1)- t)(O,I- )

\ I

CLIMATIZATION

Tal como um" propagação eléctrica é guiada por LIma linha
monofavrca de compnrncnto finito e fechada por Lima irnpc-
dánc ia de Larga. tal vc verifica analogamcnte com a transrnis-
<üo dum fenómeno térmico numa superfície scrni-infinita,

0\ fenómenos que se podem veri ficar num terminal das
rede- eléctricas cm \ aLIO (resistência de carga infinita) não
têm equiv alcncia 110~ fenómenos térmicos. uma vez que em
qualquer dd':\ laces duma supcrficic scmi-infinita considerada
havcra sempre uma rcvi-tênciu de carga finita, equivalente às
perdas que se registam -unultancamcntc por radiação e por
convecção. O~ cálculo" das cargas térmicas para urna
instalação de climatização OLl refrigeração haverá as irn que
entrar com as resistências tórmicas correspondentes às duas
L.lLC\ de qualquer supcrficie c que não serão nunca nulas.

Correntemente e eD1 linuuauern técnica abreviada de ...is-e o ~ ~b

na mos e"" ..IS rcsisrêncras como funções excl usi \ as dos coefi-
cientes de convecção externa e interna (por se considerar que
as cargas térmicas devidas cxclusiv arnente à radiação térmi-
ca dos caso .. U11 estudo são reduzidas em relação àquelas).

Ne""d" c ondicões, as definições da temperatura c do fluxo
térnuco md icadns na equação (<.») serão substituídas por

T (x.p) - T exp (-p: v) + T_ exp (+p» \')
q (x.p) - q cxp t-p»: vt -t- (/ exp i+px v)

onde os coeficiente: TI' 7~,(/ (! q serão ligado ....pelas scguinte-,
relações

(17a)
(l/b)

sendo Z I a impedância térmica característica. também defi-
nida em [I].

Como as condicõc- na" duu-, -upcrficrc-, determinam ainda
o" coeficientes das cvprcvxõcs ( 16) e ( 17). e~crL'\ cr-sc-á:

• Na t .1LL A de entrada (v =. () com aphcacão da tempera-
tura I u» atrav és duma impedância / entreposta entre ..1
fonte de temperatura e .1 espcv-ura da <upcrficic:

( 18)

pelo que

/Z(jJ) + Z,jl/I(P) + /2,(p) - Z jq .rp) = r~(p) (19)

• Na lace B (p.un x = .\) a temperatura T(x.p) 0 .iphcada ~
impcdancra /Jp) onde c dcbu.ido o Iluxo tcrnuco l/(.r.p):

I( \.p) /..fl(P) q{ \.J»

pelo que

[/ (1') - 2/1J l} c\.p(-p\ \).
j r /,I(jJ) + ZIIJ II (p) c\.pt ~P \ \') o (~I)

o descnvolx imcnto da" cvprcsvõcs anteriores. entrando
cm considcracão com a-, irnpcd.uicia-, / e /b' permite obter
a\ rclacõc-, (2" a.b):
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(2'a)
o,

com:

O, - (Z() + Z,) (Z(} - ZB) e\.p(p...\.'\.)-
-(Z(I + L,) (Z; - Z8) ê\.p( _pJ:/\')

((, (p) = T, (pj
_ (Z(/ + Z{) exp S:._p.,(h')

D,
(22b)com:

D:: = (Z(} + Z ,) cz, + Z8) exp(pA'/v)-
-(Zo - Z ,) (ZI/ - Zn) exp( -p/(h')

o tluxo térmico e a temperatura em qualquer ponto P de
abcissa x será então obtido pelas expressões (23).

Este sistema de equações poderá ainda ser escrito na sua
forma mais geral (24), que é inteiramente análoga às expres-
sões aplicadas no cálculo das redes eléctricas.

Conforme a teoria das transformadas de Laplace [2], sendo
p um valor real positivo, o segundo termo do denominador
das equações do sistema anterior é inferior a L, pelo que
desenvolvendo em série se obtêm as expressões (25).

A interpretação fisica destas últimas expressões põe em
evidência a série de ondas que se reflectem alternativamente
em cada U111adas extremidades, de forma que em consequên-
cia se obtém uma transformação muito mais complexa.

Só se considerar um regime permanente sinusoida 1em que
p = j co. as expressões (23) transformam-se nas equações (26)
e destas últimas expressões resultam as formulas (27).

T(x,j(t») = T(O,jw)cos
wx

(27)

Eqs. (23):

q (x.j,») = -

\
(I) X

- jZ(I q(O. jwhln \'

J wxT (O,jw) sin +
\ '

+ q(O, jco) cos wx
l'

Foi perfeitamente salientada a submissão dum ponto duma
superfície a uma variação brusca da temperatura e foi posta
em evidência a diferença das refe vões na face ele entrada e na
face de saída do sinal. As expressões (25) mostraram as
di ferenças que subsistem.

Vejamos agora, em analogia com o que se ~e verifica nas
redes eléctricas nas zonas de transição de dois tipo ....de
condutores (linhas aéreas para cabos subterrâneos ou \ ICe-
-versa) o que se passará com um fenómeno termodinânuco na
zona de transição duma camada para outra duma dada
superfície.

O coeficiente de reflexão numa linha eléctrica é definido
por [1]

Z - ZK= I 8

Z, ZB
enquanto que num fenómeno termodinâmico a definição por
analogia para a impedância característica térmica determinará

1
j f3 C À

(29)

Za - Z,
Z(J - Zo ---
Z(I - Z/j
Zo - Zn

Zo (Zo + Zo) exp [cp v) (X - x)] - Z(I (ZII _:__}8 ) exp[ - (p v) (.'( - t)]
(ZII+ Z,) (Z(/ + ZB) exp (pX/v) - (Z() + Z) (ZII + ZB) exp (- pX)v)

q (x, p) = T, (p)

exp [- (px/v)] - exp (- (plv) (2X' - x)]

exp [- 'p._'( 1 ]

exp [- (pxh)] - Zo - ZB exp (- (pI\') (2..t'" -_\)]
1 Z() + Z/j

tt», p) = T/pJ
ZIl + Z" 1- Zo-Z, Zo - ZIJ exp (- 2pXf\)-

Zo + Z I Z(J + ZIJ

•

Eqs. (24):

T(x, p) = Tlp)
Z(/--(z + Z)I) ,

ELECTRICIDADE, N° 296. JANEIRO 1993
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Eqs. (25):

z -Z
I [ ( .) B fi
t exp -p \ l + Z + Z

-'8 J(/

111 co

L 2 -/c x p [- (ph .) (2X· - \)]: (- I (I

/ --t /m-O f II

/ - L
h fi )'" cxp [- 2m (p..\'/V)]

/'11 + Lo

TA (p) Z8 - ZI/
qt», p) = Z + Z - {[exp (- px!l')] - Z + Z

A t) B "o

m=s»

" Z -z
exp [-(p/v)(:0\' -x)] lL..i ZA +;1

m =0 li o

/ - Z
'1 (I )'"

Z +2-o -(J

cxp [- 2m (p)[/V)]

Eqs. (26):

T(x,j(v) = TA (joi) jZ '\mt Cü(vJ (.Y- x) + Zp cos (lO/V) eX - x)
JZ sin(w.\'(v) + Zp cos (luX/v)

. T (jt»)
qt», J ú) = ~A~_

2(}

jZn CO\( w1v) (/\( - x) + jZB sin «(JJ'l~ (..\( - x)
JZ

II
\in(ú) ..\'lv) + 2., cos ({J)/'(!l')

IT (x, p) =
p

.cxP [- px I v] - b . ~xp [- (plv) (~J'(- x)]
1- h ~\P r - (p/v) 2.'\1 (3 I )

pelo que virá o coeficiente de reflexão térmica vem

b= 1/ ) {3fC,Àj-lIJ f3nCnÀp

I / J f3, C 1 }"A, + 1IJ f3 li C H À H

(30 )

I'o .

CJ( \. p) -=
1 I

Seguindo-se a orientação de cálculo para a dedução da"
expressões anteriores. e que aqui se prescinde de apresentar
para não alongar a descrição, determmarn-se as expressões
que definem a temperatura e o fluxo na zona de transição para
o caso em que se submete a superficie de entrada de sinal a
uma variação brusca da temperatura, para 1'.. conforme 3')

expressões (31).

p L
I

T(X,t)

c\.p [- px / l'] + h . C\P l- (pl\~ (J\ - .\").1
1- h. C\P [- (jhV) (2\ - x)]

Interevsa deduzir ;1" expressões anteriores para Ú~ tempos
1=() e t=oo.

q(X •t)

;:6
~----
•r »:» » ~

/lo I
jO' ....... .J
• -,..- ... ~ Zs - l/I. Z, c,. .... _ .J

1Za •r ...... J
,

.......... J

•O .. - 9Z-"s C
B

J

O x 2:< :.x tlX 8:< );,jv- - - -V V V V V

'I-Z

Fi~. 4 - Rcprcvcntação ~rMkll do fluxn térmico q(.\",I) cm função de ,\:1\'

.. ..,

o 2X 6X4X 8X lOX 12X x/v
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fig. 3 - Representação gráfica da temperatura T(x,/) em função dcvv.
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Nos gráficos apresentados nas figuras 3 e 4, onde o traço
continuo representa a temperatura ou o fluxo térmico na face
da entrada do impulso e o traço ponteado as mesmas grande-
zas na zona J~ transição da saída, representam-se essas
grandezas num ponto P da superfície de transição L definida
anteriormente (15e).

Segundo a teoria das transformadas de Laplace vira,
respectivamente. para p=(XJ c p=O.

Assim, será

• para t - °
Ttx.co) = ()

(j (XJXJ) = ()

salv o para x = O porque então o produdo px é
indeterminado.
• para t = 00:

T(x,O) = T, (32 a)

7',1
Z

T(I
q (v, O) = 2

/I

1 + h
1 - b

(32b)

Este regime final é atingido após uma séne de impulsos
amortecidos, tal C011l0 representam os graficos das figuras 3
e 4 para diferentes valores da resistência 2/1' •
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Feira Profissional
Internacional
e Congresso
para Geociências
e Geotécn ica

geotechnica

Cólon ia, 5 a 8 de Maio

~~.......tO::...L 1993
A exploração do planeta terra e a preservação da sua
geobioesfera requerem técnicas capazes de resolver os
problemas existentes A geotechnica assumiu o desafio

de criar o palco internaoonaí que proporciona a
transparência necessária, os Intercâmbios sensatos e as. .

smerqias.

A geotechnica demonstra a interligação entre a ciência
e a técnica, entre a economia e a geopolítica. Só a

convergência destes sedores, a nível mundial, poderá
resolver os problemas emergentes.

O Congresso-geotechnica realizar-se-á em paralelo à
feira profissional Informará sobre o mais recente nível da
Investigação e do desenvolvimento científico e técnico. O
tema geral ~(Aterra gasta - ecosistemas, matérias primas,
desafios» reunirá 120 intervenientes, vindos de 16 países,

que se debruçarão sobre os desafios à ciência e à
técnica que resultam dos novos conceitos, processos e
conhecimentos, tudo em prol da preservação da terra.

A Fundação Alfred-Wegener será a organizadora do
congresso, tal como em 1991.

geotechnica '93
Um conceito que se impõe

• 20.000 m'- de área de exposição. 500 expositores
• 20.000 visrtantes profissionais, provenientes das áreas

da qeocrênoa e da geotécnica

À Walter & Cra , Lda , Largo de Andaluz, 15, 30 Dt0-4, 1000 Lisboa
Cupão---------- ~

E favor envrar O Documentação de partropaçáo para expositores

O Boletim de Inscrição para o Congresso

O Informações gerais

Remetente. _
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