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1. Introducao

A transformada em z inversa da funcao de
transferéncia G(z) constitui a resposta impulsional
g(k) do respectivo sistema, porque

tem o significado particular de representar a saida
do sistema a entrada de um impulso unitario &k).
Este sinal de excitacao s6 nao e nulo no instante
inicial, tendo amplitude igual a 1 para k= 0. Isto quer
dizer que essa resposta possui a natureza de uma
resposta livre, ja que a respectiva resposta forcada
e nula nos sistemas estaveis. Evidentemente, se tal
resposta impulsional for ilimitada o sistema sera
instavel. Aqui esta, portanto, uma maneira imediata
de testar a estabilidade limitada dos sistemas de
controlo.

A metodologia de inversao da transformada G(z)
aplica-se a qualquer funcao no dominio da variavel
complexa z. Exemplificando, a resposta u(k) de um
controlador digital excitado pelo erro de controlo e(k)
obtém-se da transformacao em z inversa de U(z) =
= C(z) E(z), em que C(z) € a funcao de transferéncia
discreta do controlador.

Genericamente, um sistema de controlo digital,
representado por G(z), com a entrada R(z) tera a
saida Y(z) = G(z)R(z), que se obtem no tempo
discreto pela transformacao em z inversa

seguindo 0os mesmos passos na determinacao da
resposta impulsional g(k), quando o sistema G(z) for
excitado pelo impulso unitario u(k) = o(k).
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2. Calculo da transformada em z
inversa

Na pratica, para efectuar a transformacao em z
Inversa da funcao G(z), que € uma fraccao racional
G(z) = P(z)/Q(z), utiliza-se uma tabela de
correspondéncias entre funcoes elementares nos
dominios do tempo discreto k e da variavel complexa
Z (Quadro 1 em [1]). Porisso, comeca-se por fazer a
decomposicao em fraccoes parclais da funcao de
transferéncia
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O que exige a previa factorizacao do denominador

Q2) = (z-2,) (z-2,) .. (z-2,,)
paraidentificarosnpolosz ,comi=1,2, ..., n,que
satisfazem a equacao caracteristica Q(z) = 0. Estes

polos podem ser simples (nao repetidos) ou multiplos
(repetidos), reais nulos ou reais nao-nulos, ou ainda
complexos conjugados (em particular, imaginanos
conjugados).

Para um estudo exaustivo, analisam-se estes
diferentes casos.

1° caso: Polos simples reais nao-nulos

Se 0s polos forem todos reais distintos e diferentes
de zero sera z, #Z para I#£jecomz #0, peloque

a decomposugao em fraccOes parciais assume a
forma
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Como G(z) nao possui nenhum polo nulo, o calculo
de G(z) para z = 0 nao anula nenhum dos
denominadores destas fracgoes e todos os
numeradores com z resultam iguais a zero, dando

a. = G(0) = lim G(2)

0
Zz0

Os restantes factores o, com /=1, 2, ..., n, obtém-

-se pelo limite para o correspondente polo segundo
a expressao

" G(2) =« + P+
Z il Y4 Z
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aZ 77
+ : b g
Y 4 Z
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o Z z-Z_
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cujo limite para z = z | s6 nao anula a parcela do 2°
membro relativa ao polo Z; donde se deduz o factor
a, (como se indicou).

Uma vez calculados todos os factores «, a
transformada inversa de cada fracgao parcial
resultante da decomposi¢cao de G(z) fornece,
conforme a tabela de transformadas elementares,

gk) =, 8k) +azs, + ..+, 2, k20

em que a primeira parcela se desvanece no tempo
(pelo crescimento de k) e as restantes parcelas
definem um somatorio de exporenciais discretas.

Ora, como se verifica k > 0, a resposta impulsional
g(k) desvanece para zero se todos os polos z , com
i =1,2,..., n, tiverem modulo inferior a unidade,
significando estabilidde do sistema. Se um dos polos
for igual a unidade, a respectiva parcela resulta
constante, implicando um sistema marginalmente
estavel. E basta que um dos polos reais tenha
modulo superior a unidade para que a corres-
pondente exponencial cres¢a indefinidamente, signi-
ficando instabilidade do sistema.
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Em qualquer situagao, os polos positivos dao
valores discretos sobre exponenciais positivas e os
polos negativos originaram contribuigcées expo-
nenciais alternadamente positivas e negativas, con-
soante a paridade do instante k (expoente dos polos
na resposta exporencial).

2° caso: Polos simples complexos
conjugados

Os polos complexos aparecem sempre aos pares
conjugados. Assim, analisa-se apenas a contribui¢cao
de um par de polos complexos conjugados Z . ez,
pois outro par distinto tera idéntico tratamento.
Nestas condi¢coes, a decomposi¢ao de G(z) em

fraccoes parciais exprime-se por

cZ c'z
G(z)=c, + +

Z—ch Z—ch

verificando-se, como atras,

¢, = G(0)
el T
c = hm -Gl
Z+Z Z
pc
i
c*=Ilim G(z)
2L £

donde vem a resposta impulsional

g(k) =cok) +czi +czi, k=20

Este resultado corresponde a soma da primeira
componente, que se desvanece no tempo, com outra
componente sinusoidal. De facto, os complexos
c=atjbez, = lchl e/’ com 0s seus conjugados
deixam escrever ¢z + ¢z sob a forma

(@ +jb)lz, |* e" + (a - jb)lz, |* € =

= |z, |" (2a cosk + 2b sink6)

mas como |c| =\jaz + b? e fazendo tany = b/a, se for
cosy = al|c| e siny = bl|c|, calcula-se

g(k) = c,dk) + 2]c] . |z |* (cos y cosk —
— Siny sinké)

ou ainda

g(k) = c,&k) + 2 |c| . z_|*cos (k6 + y)
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que pode assumir uma formulacdo sinusoidal
introduzindo a fase inicial ¢ = y + n/2, porquanto se
deduz

g(k) = c,&k) + 2|c| . |z, | sin(k6 + )

um resultado que traduz a sobreposicao de uma
constante ¢, no instante inicial (pois §0) = 1 e &k) =
= 0 para k # 0) e uma oscilacao sinusoidal discreta
de frequéncia w, tal que k6= wkT_(sendo T o periodo
de amostragem), e desfasagem ¢ (ou fase inicial,
para k = 0), possuindo a amplitude um valor de pico
2|c| . |zpc|“, que se amortece no tempo se for |z_| <1
(sistema estavel), mantém-se constante quando
1z, | = 1 (sistema marginalmente estavel) ou cresce
indefinidamente para 1z | > 1 (sistema instavel).

Dado que o argumento do seno € k6 + ¢, a
frequéncia da oscilacao define-se por

6

T

3

onde ¢ € o angulo do argumento do polo de
expressao z, = |chl e?, com 0 <6< mrad. Arelagao
anterior mostra que quanto maior for 8 maior sera a
frequéncia da oscilacao discreta. Por isso, 0s polos
complexos de parte real negativa contribuem para a
resposta com componentes oscilatorias de
frequéncia superior a dos polos complexos de parte
real positiva, sendo a frequéncia tanto maior quanto
mais os polos se afastarem do eixo imaginario jv
(parte real dos polos mais negativa).

Note-se ainda que a frequéncia de oscilagao w é
inversamente proporcional ao periodo de amos-
tragem, ou seja, varia proporcionalmente a fre-
quéncia de amostragem f = 1/T_. Deste modo, um
sistema com dinamica lenta, como um sistema ter-
mico, que € discretizado com grande periodo de
amostragem, exibe um caracter oscilatorio nos polos
complexos com menor frequéncia que nos sistemas
de dinamica rapida (discretizagao de menor periodo).

3° caso: Polos multiplos reais nao-nulos
ou complexos conjugados

Seja agora um poélo multiplo nao-nulo z  de
multiplicidade igual a q. Se houver mais de um polo
deste tipo procede-se de maneira idéntica com cada
polo. A decomposigdo em fraccoes parciais assume
a forma

G(z) = B e .
Z) = +
0 ., (z—zpq)2

Bz

F b
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que fornece imediatamente

B, = G(0)

enquanto os restantes coeficientes . a f: se
determinam pelo raciocinio exposto para os polos
simples reais nao-nulos, atraves da multiplicacao de

G(z) por(z -z )?/z para obter B, e reduzindo a ordem

da expressao pela sua derivada, a fim de calcular
sucessivamente, ﬁq_1, ..., B, (aplicando o mesmo
metodo).

Com vista a simplificar a descrigao, atende-se as
fraccoes parciais sem a parcela constante 3., porque
este valor nao altera o raciocinio de calculo dos
outros coeficientes. Assim

& ) £ gz g7
(272, G(z) = 4 . (272, +
Z Z—qu 7
ﬁzz (Z_qu)2
+ 3 + .
(z-z) Z
| (Z_qu)q | - (Z—Zpa)q e

- B1(Z_qu)Q'1 As ﬁz(z—zpq)q-z - o q-‘](z—zpq) + Bp—;

pelo que se deduz

B, = lim

zZ*Z £
Pq

A primeira derivada da expressao anterior em
ordem a z reduz um grau, obtendo-se

d (z-z,,)°

P

G(z)] = (q-1)B (22 ) +

i e A F R o el N 2p,,(z-z, )+ B,

donde vem

A segunda derivada e seguintes permitem induzir
a formula geral

B, =Ilim 1 : g
ang S dz z
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comi=20,1, 2, ..., g-1 para se determinar,
sucessivamente, os valoresde 3, B_,...., B, e 3,.

Apos o calculo de todos os coeficientes das
fraccoes parciais efectua-se a transformagao em z
iInversa de G(z), atendendo a que zl(z-z ) da z5,a
relacao z/(z—zpq)2 corresponde a kz‘;;]‘ e assim por
diante, ate [1/(g-1)'] k(k-1) ... (k-q+2) z 9 'para k= 0.
Deste modo, resulta

g(k) = B,8(K) + B,z + Bkzk:" + B, —;—-k(k—1) Zk2 4

q-2
o LI (k=) 2o k>0

1 =0

1
et (q—1)

vendo-se que a resposta impuisional nao desvanece
para zero ao longo do tempo, porquanto aparecem
parcelas proporcionais ao tempo.

Daqut conclui-se que um sistema com polos multi-
plos reais nao-nulos € necessariamente instavel.
Compreende-se também que o mesmo acontece na
multiplicidade de pares de polos conjugados.

Manifesta-se igualmente evidente que a multi-
plicidade g = 1 degenera no caso do polo simples.

4° caso: Polo nulo simples ou multiplo

Quando existem polos iguais a zero numa mul-
tiplicidade qualquer g (incluindo o caso particular
g = 1) a expressao de G(z) em fracgoes parciais tem
a forma

b I g Yo
Giz) =t ke TR R
com o0s coeficientes calculaveis, como anteriorment'e,
por
: 1 i
Y, = lim — ' 77 G(z)
& Z0 " dZ'

para/=0,1, 2, ..., q.
Por isso, a transformacao inversa da a expressao
no tempo discreto

g(k) = 1,(K) + 1,8k=1) + ... +3,8(k—=q), k=20
tratando-se da soma ponderada e finita de g impulsos
(relativos a instantes sucessivos). E claro que estes
Impulsos desvanecem todos no tempo, pelo que o
polo simples ou muitiplo na origem (para z = 0) nao
iIntroduz instabilidade no sistema.

Anote-se que um sistema do tipo integral possui
um unico polo na origem (g = 1), sendo entao g(k) =
Y,K) + 7,6 (k—1), uma resposta impulsional formada
por dois impulsos finitos.
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5° caso: Combinagao dos casos anteriores

Em geral, a fungao de transferéncia discreta G(z)
apresenta diversos tipos de pélos. A resposta
impulsional, devido a hipétese admitida de lineari-
dade dos sistemas, equivale a sobreposicao das
contribuigoes de todos os polos, conforme os casos
atras analisados.

3. Exemplo numerico

A aparente complexidade das formulas deduzidas
justifica que se observe um exemplo numérico, pelo
qual se realga a simplicidade do calculo pratico da
transformacao inversa do dominio z para o dominio
discreto k.

Um sistema com a funcao de transferéncia

22 -3z + 2
Z°+4722+ 32+ 2

G(z)

possui dois zeros (1 e 2) e trés polos (um simples -2
e outro duplo -1), dando entao a factorizacao do
numerador e do denominador

S Haiths b

@ =i ey

A decomposicao em fracgoes parciais tera a forma

a.z

B,z B,z

+
z+1  (z+1)

Z+ 2

onde as duas primeiras parcelas se devem ao polo
simples real nao-nulo (-2) e as duas ultimas parcelas
resultam do polo duplo real (-1).

A analise efectuada anteriormente permite calcular
os factores referentes ao polo simples

(z-1)(z-2) 2

= G(0) = = .=
%= OO =y @r T2 T

85/ 70Reg _(z—-1)(z—2)| q A o
G AR GRS 2 (¥ FH P RN DS

Z-2
e os coeficientes relativos ao polo duplo

o {(z#2p (z-1)(z-2) 6
ﬁ2=z||I:T.11 Z G(z) = Z(z+2) =1 —1 ke
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R R aal)
ﬁ1 R G(2)
Z—+-1 6z *
mas Como
g [z-N(z-2).7 5z° -4z -4
dz zZ(z+2) i TN 2
vem
R4z +4 5
p, = 22 (z + 2)? TS el =9

resultando a fungao de transferéncia decomposta em
fraccOes parciais

6z 5z 6z

G@)=1-%52 * ¢ ~ @y

que fornece a resposta impulsional
g(k) = ok) —6(-2)" + 5(-1)* -6k (1)

Deste resultado observa-se que o sistema € instavel:
porqgue o polo simples tem modulo superior a unidade,
os valores (-2)* crescem com k > 0; porque o polo duplo
nao e nulo, o factor 6k cresce sempre com K.

4. Estabilidade de amplitude limitada

A analise elaborada permite interpretar as
condicoes de estabilidade do comportamento
dinamico dos sistemas discretos lineares, sob o ponto
de vista da estabilidade de amplitude limitada‘,
definida por um sinal de resposta limitada quando o
sinal de entrada do sistema tambem for limitado.

Essas condicoes de estabilidade caracterizam-se
pela localizagdo dos polos no plano da variavel
complexa z, relativamente a circunferéncia unitaria
(de raio igual a 1) concéntrica com a origem. O res-
pectivo comportamento dinamico observa-se pela
resposta impulsiva (Fig. 1):

J Polos na origem:
« Poélo nulo simples ou multiplo: sistema

estavel.
2 Pdlos interiores (nao-nulos) a circunferéncia
unitaria:
« Pblos simples (reais ou complexos
conjugados): estavel.

(1) Em inglés diz-se estabilidade BIBO (bounded in-
put bounded output).
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« Polos multiplos (reais ou complexos
conjugados): instavel.
J Podlos sobre a circunferéncia unitaria:
 Polos simples (reais ou complexos
conjugados): marginalmente estavel.
« Polos multiplos (reais ou complexos
conjugados): instavel.
J Polos exteriores a circunferéncia unitaria:
« Polos simples ou multiplos: instavel.

Os polos reais dao contribuicbes exponenciais
discretas na resposta impulsional: positivas nos polos
positivos; alternadamente positivas e negativas nos
polos negativos. Os polos complexos conjugados
apresentam sempre contribuigbes sinusoidais
discretas: as evolugoes no tempo sao decrescentes
com polos interiores, constantes (discretamente) em
polos sobre a cincurferéncia unitaria e crescente nos
polos exteriores. De facto, o diagrama temporal da
resposta impulsional evolui no tempo discreto
conforme a localizacao dos polos no plano da
variavel complexa, como mostra a "rosa de polos
simples" no plano z (Fig. 1):

O Polos simples reais:
« Pdlo nulo: desvanecimento.
« Polo interior positivo: exponencial positiva
decrescente.
* Polo interior negativo: exponenciais
positiva e negativa decrescentes.
« Podlo unitario positivo: constante positiva.
« Polo unitario negativo: constante positiva
e negativa.
Polo exterior positivo: exponencial positiva
crescente.
Polo exterior negativo: exponenciais
positiva e negativa crescentes.
J Polos simples complexos conjugados:
« Polos interiores: sinusoide decrescente.
 Polos sobre a cincunferéncia unitaria:
sinusoide constante.
* Polos exteriores: sinusoide crescente.
J Polos multiplos:
« Polos nulos: desvanecimento.
« Polos reais nao-nulos: exponenciais
crescentes.
» Polos complexos conjugados: sinusoides
crescentes.

Repare-se na diferente frequéncia de oscilagao
discreta para o mesmo periodo de amostragem,
conforme a localizagao dos polos no plano complexo.

Se a variavel de entrada do sistema nao for um
impulso unitario discreto a resposta do sistema

electricidade n° 389 @




\

controlo digitat @ =

) ﬁﬁ-—s—-i———————-ﬁ-é—-x
|

X
X

-
x“-— A O e D B R e S e e e m

= s
v g CH

*oo 0

LY
[ 4
o
.
d
[ )
,'
!

Fig. 1 - Rosa de polos simples dos sistemas discretos, definida pela localizagao dos polos tipicos da estabilidade

limitada e respectivos diagramas temporais.

resultara do processamento dinamico interno a essa
excitacao, mas tera idénticas propriedades de
estabilidade: o sistema é estavel, marginalmente
estavel ou instavel consoante a localizacao dos polos
da sua funcao de transferéncia no plano da variavel
complexa. E este comportamento prova-se intuiti-
vamente pelo teste da resposta impuisional, como
se viu, atraves da excitacao de um impulso unitario.

Em resumo, a cincunferéncia unitaria no plano z
significa para os sinais de tempo discreto (ou digitais)
O que representa o eixo imaginario no plano s para
0s sinais de tempo continuo (ou analégicos): a
situacao fronteira das condi¢oes de estabilidade e
condicoes de instabilidade. De facto, existe uma
correspodéncia rigida entre os dominios s e z, que
convem investigar.

5. Conclusoes

O conhecimento da resposta impulsional permite
interpretar a estabilidade dos sistemas, a partir da
funcao de transferéncia. Este raciocinio e idéntico
nos sistemas analdgicos e digitais,, mas notam-se
algumas particularidades, proprias do dominio de
descrigao desses sistemas.
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Revela-se uma certa correspondéncia entre a
descrigao no plano da frequéncia complexa s nos
sistemas de tempo continuo e no plano da variavel
complexa z nos sistemas de tempo discreto. Assim,
a separacgao critica das zonas de estabilidade e
instabilidade identifica-se pelo eixo imaginario jw de
S = o+ jwe acircunferéncia unitarlaemque z=u +
+ jv tem modulo igual a 1. A localizacao dos poélos,
conforme impde a funcao de transferéncia,
estabelece as condigdes de estabilidade de ampli-
tude limitada. E o que ilustra a chamada rosa dos
polos simples.

Mas convem aprofundar mais a relacao entre os
polos nos dois planos s e z, que interliga os
comportamentos dinamicos dos sistemas analogicos
e digitais equivalentes.
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