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Discretizacao de Controladores Ana

RESUMO

OgICOS

Expoem-se as tecnicas para discretizar um controlador de tempo continuo (ou analégico) a fim de
se construir um controlador de tempo discreto (ou digital).

Palavras-chave: digitalizacdo, metodos de Euler e de Tustin.

PRINCIPIO DE DISCRETIZACAO
DE CONTROLADORES POR AMOSTRAGEM

Uma maneira de dimensionar um controlador digi-

tal, durante a fase do seu projecto, consiste em |

efectuar a sintese de um controlador analogico,
segundo os procedimentos conhecidos em tempo
continuo, e depois discretizar essa solucao
optimizada.

Na verdade, revela-se eficaz aplicar metodologias
ja confirmadas pela pratica aos sistemas continuos,
como o diagrama de Bode ou a sintonizacao de
Ziegler-Nichols, e a sequir discretizar o controlador
analogico optimizado. Parte-se da funcao de
transferéncia e usa-se um método de discretizacao
gue nao introduza instabilidade, resultando a codifi-
cacao binaria do algoritmo de controlo, imple-
mentavel num computador.

A vantagem deste procedimento reside no facto
de ser possivel utilizar conhecimentos adquiridos
com sistemas de controlo analdgico e chegar a um
controlador digital sem dimensionar os seus
parametros estruturais pela teoria dos sistemas
discretos. Todavia, a discretizacao podera introduzir
Instabilidades, se nao se tiver o cuidado de observar
0 respectivo comportamento nas solucoes mais

simples. Dai o interesse em analisar e discutir os |

meétodos de discretizacao geralmente aplicados.
A expressao algoritmica de controlo, imple-
mentavel num computador (digital) a partir da funcao

de transferéncia C(s) de um controlador analdgico

(consequente da sua sintese em tempo continuo),
baseia-se no principio de discretizagao por
amostragem, segundo o qual a cascata de um
conversor analogico-digital (A-D) e outro digital-

-analdgico (D-A) nao deforma praticamente os sinais |

convertidos (Fig. 1). Trata-se, evidentemente, de
uma aproximacao, que sera tanto mais rigorosa

quanto menor for o periodo de amostragem e mais |

lentas as variagoes temporais dos sinais.
Esta abordagem aplica-se a um sistema de
controlo (Fig. 2a) considerando dois pares de
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Fig. 1 - Principio de discretizagao por amostragem.

conversores, um a montante e outro a jusante do

 controlador analodgico (Fig. 2b). Nestas condicoes,

a cascata do conversor D-A com o controlador C(s)
e o conversor A-D seguinte equivale a funcao de
transferéncia amostrada C(z), correspondente a ex-
pressao

C(s) }

S

Clz)=(1-z"2e"{

e dai o esquema de blocos hibrido com o controlador
digitalizado e o processo analogico (Fig. 2c).
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Fig. 2 - Esquema de blocos de um sistema de controlo

com controlador discretizado.

a) Esquema basico de sintese do controlador
analogico.

b) Aplicagao do principio de discretizagao do
controlador analogico.

c) Esquema com o controlador discretizado.

d) Esquema com o controlador digital (algoritmo de
controlo no computador).
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A linearidade do conversor A-D deixa afirmar que
a amostragem do sinal analdgico e(t) = r(t) — y(t) se
pode exprimir por e(k) = k) — y(k). De facto, a
discretizagao de E(s) = R(s) — Y(s) define E(z) a
entrada do controlador C(z) = U(z)/E(z). No entanto,
convém incluir a referéncia no algoritmo de controlo
(Fig. 2 d), considerando apenas a discretizagao da
retroacgao negativa, referente ao sinal —Y(z),
adicionada a transformada em z correspondente a

referéncia analdgica r(t) = £'{R(s)}, quer dizer, seré
R(z) = Z£'{R(s)}. Portanto € E(z) = R(z) - Y(2),
expressao da arquitectura normal de um sistema de
controlo digital, tanto em seguimento como em
regulacao (caso este em que a perturbagao V(s) se
Insere a entrada de F(s) do processo, sem alterar o
raciocinio).
Com o sinal de erro e(k) = 2 "{E(2)} ou
e(k) = k) — y(k)

constroi-se o algoritmo de controlo, atraves do codigo
da equacao as diferengas associada a C(z), em

funcao das variaveis de entrada u(k) e erro de
controlo e(k). Dai resulta o controlador digital.

ABORDAGENS DE DISCRETIZACAO

Uma maneira de definir o procedimento de
discretizacao parte da funcao de transferéncia do
controlador analdgico, com a forma geral

B smh B8 ST LRV
C(s) = ,
A BT ASTA,

usando poténcias positivas de s. Ora o significado

da transformacao de s para o dominio do tempo |

continuo t € de uma derivada em ordem ao tempo

da variavel que s afecta, pressupondo nulas as |

condicoes iniciais (por imposi¢cao da definicao de
funcao de transferéncia). Um expoente positivo de
s exprime a ordem da correspondente derivada.
Assim, com C(s) = U(s)/E(s), a componente sU(s)
equivale no tempo a 12 derivada u'(t), pois u'(t) =
= £-{sU(s}, e analogamente para os termos de ordem

superior relativos a qualquer variavel (sinal de saida
ou de entrada do controlador).

Nesta ordem de ideias, a abordagem da discre-
tizacao depende do modo como as derivadas se
aproximam por diferengas. Existem dois métodos de
proceder (Fig. 3): num dado instante k considera-se
a diferenca da variavel para o instante imediatamente
seguinte k+1 (1° método de Euler) ou para o instante
anterior k-1 (2° metodo de Euler).

Mas pode-se usar a fungao de transferéncia C(s)
expressa nas poténcias negativas de s, dividindo

| C(S) =

o numerador e o denominador por s", donde vem

-d -d-1 -n+1 N
B s°+B_ .89 % ., %08 Heey

,n=2m
THA, & & A A ST gt

com o0 excesso de polos d = n — m. Agora, 0
significado de s ' = 1/s no dominio do tempo é o
integral da variavel que afecta. Por exemplo, s'U(s)
transforma-se na integragéo |, u(7)dz, porque s&o
nulas as condigdes iniciais e £{U(s)/s} = J(; u(t)dr.
Os expoentes mais negativos determinam integrais
multiplos, seguindo idéntico raciocinio.

Tambem neste caso se estabelecem diferentes
metodos de discretizacao, consoante a construcao
do somatorio equivalente ao integral discreto, a

" medida que se passa de um instante para outro ao

ritmo do periodo de amostragem (Fig.4): num dado
iInstante k considera-se o rectangulo dianteiro, com
altura igual a amplitude da variavel no instante
anterior k-1, ou o rectangulo traseiro, com a altura
da amplitude no proprio instante k; ou o trapézio
definido pelas amplitudes k e k—1; a base € sempre
o periodo de amostragem T .

Em qualquer caso, obtém-se uma funcao de
transferéncia discreta

b z"+8 8§+ i+Dz*h,

C(z) = ,  h=2m

Z'+a Z'+ ... +az+a
n-1 1 0

cujos coeficientes dependem dos coeficientes da
expressao analogica e do periodo de amostragem
T . Obviamente, cada metodo de discretizagao
estabelece uma determinada relagcao entre se z. A
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Fig. 3 - Abordagens de discretizagao por derivagao.
a) 1° método de Euler.

. b) 2° método de Euler.
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Fig. 4 - Abordagens de discretizacao por der
a) Metodo do rectangulo dianteiro.
b) Método do rectangulo traseiro.

c) Método do trapézio.

sua definigao permite passar formaimente de C(s)
para C(z) com grande simplicidade. E dai resulta o
algoritmo de controlo num procedimento muito
simples.

Realmente, basta obter a funcao de transferéncia
C(z) expressa nas poténcias negativas de z (como
se viu atras) e, com C(z) = U(z)/E(z), transformar
para o tempo discreto. Dai resulta

u(k) = —a_.u(k=1) — ... —a u(k—n+1) — a u(k—n) +

+b_e(k-d) + ... + b.e(k—n+1) + b u(k-n)
expressao fundamental do algoritmo de controlo, em
conjunto com e(k) = (k) — y(k).

DISCRETIZACAO POR DERIVACAO

Os métodos de discretizagcao por derivagao
distinguem-se pela aproximacao que fazem da 1°
derivada em ordem ao tempo no instante actual ¢,
derivada definida por

u(t) — u(t)

u'(t) = lim
(t L

t >t

dando a sua transformacao para o dominio s, com
todas as condigdes iniciais nulas, o resultado co-
nhecido L{u'(f} = sU(s).

No 1° método de Euler esta derivada e
aproximada pela diferenga relativa ao periodo de
amostragem das amplitudes da variavel no instante
k+1 (seguinte ao actual) e no instante actual k, ou
seja
u(k+1) — u(k)

T

a

u'(t) =

cuja transformada em z (para condigoes iniciais
nulas) estabelece

definindo-se a 22 derivada

u'(k+1) — u'(k)
T

a

U"(k) -

e por substituicao

U'(k+2) - 2u'(k+1) + u(k)

u"(k) - 2

donde
Z-1
T

a

Z2{u(k)} = ( )2U(Z)

facilmente generalizavel para derivadas de ordem
superior. A sua substituicao na expressao de C(z)
fornece

Z~1 )m ( Z—1
Bm ( T . 8m-1 T

m-1 1
)+...+8, R <
i T U

| C(Z) - _ .. a

com n =2 m, e, apos os desenvolvimentos das
poténcias, vem

m m-1
N gl - S Lt DZT¥D,
C(z) = , nh=2m
Fra v kazva

notando-se entao como é que os coeficientes
estruturais do controlador digital dependem dos
parametros do controlador analogico e do periodo
de amostragem.

Daqui conclui-se um resultado muito simplifica-
dor: formalmente, obtém-se C(z) através da substitui-
¢ao de s por (z-1)/T_, ou seja, basta fazer
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De facto, no tempo continuo t define-se a trans-
formada da 12 derivada u'(t) por meio de £{u'(t)} =
sU(s) e no tempo discreto kK obtém-se a expressao
£{u'(k)} = [(z-1)/T JU(z). Entao, formalmente pode-
-se definir a equivaléncia s = (z-1)/T_, mesmo para
derivadas de ordem superior (ou s com expoente
positivo maior que a unidade). Este formalismo entre
os dois dominios de descri¢ao justifica-se na pratica
pela grande simplificagao que introduz no calculo.

No 2° metodo de Euler, a 1° derivada aproxima-
-se por

u(k) — u(k—1)
F

a

u'(k) =

definindo-se pela diferenca relativa entre as ampli-
tudes da variavel no instante actual k e o anterior
k—1. Assim, deduz-se

=N

Hu'(k) =5 U(z)

e o0 formalismo entre os dominios s e z estabelece-
-se pela relagao

z-1
Taz

S:

qualquer que seja a ordem das derivadas (ou o
expoente positivo de s).

DESCRETIZACAO POR INTEGRACAO

Os metodos de discretizagao por integrais
distinguem-se entre si pela aproximagao que fazem
das integracdes. No tempo continuo t o integral
simples de uma variavel u(t), com condi¢oes iniciais
nulas, sera

i(f) = [, u(t) dt
dando a sua transformacao para o dominio s O
resultado £{i(t)} = U(s)/s.
No método do rectangulo dianteiro (forward

rectangule) a aproximacao do integral no instante |

actual k faz-se pela adigao do valor da integracao
até ao instante anterior k-1 e a area do rectangulo
de largura igual ao periodo de amostragem e com
altura dada pelo valor da variavel no instante anterior
k-1, isto é
(k) = i(k=1) + T u(k-1)

donde vem a transformagao em z (para condicoes
iniciais nulas)

l(z) =—=2

z-1 U2)

que facilmente se generaliza a integracoes multiplas. |

Dai faz-se a dedugao de C(z), a partir de C(s)
expressa nas poténcias negativas de s.

O resultado estabelece a relacao formal
ST i
R

a

tal como se vé imediatamente no caso da 12
derivada: a relagao /(s) = U(s)/s corresponde a
expressao /(z) = T_U(s)/(z-1) e portanto tudo se
passa como se fosse s = (z-1)/T_. Este resultado
coincide com o obtido no 1° metodo de Euler.

No método do rectangulo traseiro (backward
rectangule) o integral até ao instante k é aproximado
pela adigao do valor da integragao até ao instante
anterior k-1 e a area do rectangulo de largura T_e
com altura igual a amplitude da variavel no proprio
instante k, ou seja

i(k) = i(k=1) + T_u(k)
que se transforma em /(z) = T_zU(z)/(z-1) e portanto
a relacao formal sera

Z-1

S:
Tz
a

‘ exactamente o resultado do 2° metodo de Euler.

O método do trapézio, tambem designado
metodo de Tustin, adopta a aproximacgao

u(k+1) — u(k)

i(k) = i(k=1) + T.

2
resultando
k) =253 U
e por conseguinte deduz-se o formalismo
L 0T <
G o 5

que traduz a funcao bilinear.

O raciocinio seguido nestes trés casos pode-se
exprimir pelo somatorio que representa a integragao
discreta, somando as sucessivas areas, desde 0
instante inicial até ao instante actual k, quer de rec-
tangulos ou trapézios, conforme o principio do metodo
(Quadro 1). Os resultados sao, obviamente, 0s mesmos.

Ainda se observa que o resultado do metodo de
Tustin, relativo a integragao aproximada por tra-
pezios, corresponde a aproximagao ao primeiro ter-

" mo do desenvolvimento em sene da relacao de equiva-

léncia dos dois dominios de representacao z = e%*,
pois daqui deduz-se

1

S=—Inz
T,
cuja expansao em série de Taylor da
e [2-1 2 (z-1)° 3 ]
ST A T3P T
e limitando ao primeiro termo obtem-se a expressao
aproximada
P
AR



Quadro 1 - Discretizagao por integragao aproximada.

F Tz

hz) =— = Utk) g =—
z-1 z-1
e —_T_ e Tz

ik=1)= Tag_u(l— yul) * ;(/ —1)
) ‘% [u(k) + u(k—1)]

T Z+1

exactamente a variavel bilinear, relativa a discre-
tizacao pelo metodo do trapézio.

ANALISE DA ESTABILIDADE

As conclusoes formuladas mostram a existéncia
de trés metodos de discretizacao: 1° metodo de Euler
ou do rectangulo dianteiro, 2° método de Euler ou
do rectangulo traseiro e metodo de Tustin ou do
trapezio (Quadro 2). Convém analisar o compor-
tamento do sistema discreto, resultante da aplicacao
de cada um destes métodos, sob o ponto de vista
da estabilidade.

Admite-se a condicao de partida do sistema ana-
l6gico ser estavel, quer dizer, os seus polos encontram-
-se no semi-plano esquerdo de s (ou o < 0). Assim, o
espaco estavel de s = ¢ + jw € limitado por o = 0, ou
seja, s = jw. Esta fronteira delimita no plano da variavel
complexa z = u + jv a correspondente area de
estabilidade, definida pela transformacao z = e“®.
Conforme o método de discretizacao assim se obtem

um espaco z de estabilidade relativo ao semi-plano
esquerdo de s.

No 1° metodo de Euler deduz-se z=1+ T se
portanto a fronteira da estabilidade corresponde a
z=1+jwTl , que e aarea planar a esquerda de z = 1
(Fig. 5a). Este resultado nao garante que a
discretizacao pelo metodo do rectangulo dianteiro
seja sempre estavel, porque podem aparecer polos
no plano z com modulo superior a unidade (fora da
circunferéncia unitaria) para frequéncias entre =0
(comz=1)ew=w,(comz="1+jr, pois v, =n/T).

O 2° método de Euler da z = 1/(1 - T s), que
define a fronteira z = 1/(1 - jwT ), expressao
equivalente a

1 ool
1T-jol,
onde se vé que |z - 0,5| = 0,5 é constante (visto ser
unitario o modulo da fracgcao), representando uma

circunferéncia de raio igual a 0,5 e centrada em
z=0,5(Fig. 5b). Na verdade, a fraccao da expressao

z=0,0+0,5

Quadro 2 - Estabilidade dos metodos de discretizacao.

1° método dfe Euler S 71 2=1+Ts ST st T
ou do' rectangulo T
dianteiro <
2° método de Euler 1 it 4k
ou do rectangulo > ¥ z= e v L 1_ij-
traseiro Tz 1-T5s

Pl

o —2
Método de Tustin 9 7.1 r, 2+7Ts 2 0=
2 g = Y 2 =

ou do trapezio Tz 2-Ts pig __;_
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Fig. 5 - Zona de estabilidade por discretizagao.

a) 1° metodo de Euler ou método do rectangulo dianteiro.
b) 2° método de Euler ou método do rectangulo traseiro.
c) Método de Tustin ou meétodo do trapézio.

anterior € afectada por 0,5 (impondo um modulo igual
a 0,5) e o respectivo argumento ¢ = 2 arctanw/ _ faz
variar os polos sobre aquela circunferéncia limitrofe
desde w=0 (com ¢, = 0) até w= w, (com ¢, = 145°).
Os polos estaveis em s fora da fronteira (portanto
no semi-plano esquerdo de s) determinam sempre
polos estaveis em z, porque caem dentro da referida
circunferéncia unitaria.

Também o metodo de Tustin garante a
estabilidade do sistema discretizado, visto que define
a fronteira

: Ta

1+jw 2
Z:

1-] L

exactamente a expressao da circunferéncia unitaria
(Fig. 5¢): qualquer que seja a frequéncia w verifica-
-se |z| = 1 com o argumento ¢ = 2 arctan (T /2). Os
polos no semi-plano esquerdo de s caem dentro
desta circunferéncia unitaria, pelo que um sistema
analogico estavel também sera estavel se for
discretizado pelo metodo do trapézio.

INFLUENCIAS NA DISCRETIZACAO

Qualquer que seja o método usado, a discretizacao
de um controlador analogico depende da sintese
analogica do controlador, da frequéncia de amos-
tragem e das aproximacoes introduzidas nos coefi-
cientes das variaveis discretas.

A sintese do controlador, que define a sua estrutura
e portanto os coeficientes da funcao de transferéncia,
baseia-se num modelo analdgico, cujos parametros
sao fixados por técnicas analdégicas, como a
sintonizacao de Ziegler-Nichols. A discretizagao nao
afecta estes parametros, sendo os seus valores
independentes dos conversores A-D e D-A.

electricidade, n° 392, Jan.-Fev. 2002

Uma frequéncia de amostragem bem escolhida
origina um comportamento correcto do controlador
digital. Teoricamente, convém reduzir o mais possivel
o periodo de amostragem. Mas nao se deve descer
abaixo de um determinado limite, porque a diferenca
de erros sucessivos, sendo demasiado reduzida,
pode eliminar a ac¢ao de controlo’.

A passagem de uma funcao de transferéncia
analdgica C(s) para outra fungao de transferéncia
discreta C(z) efectua-se com varias aproximagoes
no calculo de derivadas ou de integrais (excep-
tuando, evidentemente, o controlador proporcional
puro). Neste procedimento afectam-se os coefici-
entes das variaveis discretas, podendo desvalorizar
as optimizagoes analogicas.

De todas estas influéncias na discretizagao nao
se pode garantir que o comportamento da sintese
analogica se reproduza na implementagao amos-
trada. As especificagoes do controlador (erro esta-
cionario, margens de ganho e de fase, sensibi-
lidade, estabilidade, etc), apesar de serem satis-
feitas na versao analogica, nao se garantem na ver-
sao digital.

A discretizacao de controladores analogicos € uma
tecnica intuitiva para definir controladores digitais.
Todavia, as aproximacgodes introduzidas pelo metodo
de discretizagao suscitam a procura de outras
metodologias, baseadas na teoria de sistemas
discretos. Em vez de realizar a sintese dos con-
troladores no dominio s (frequéncia complexa) proce-
de-se a sintese no dominio z (variavel complexa). Dai
a importancia do método do lugar de raizes, metodo
de Nyquist ou método de Bode no tempo discreto.

' H. Duarte-Ramos, «Controladores Digitais no Tempo
Discreto», Electricidade, n.° 382, Nov. 2000, p. 265-270.



