Deducao da Formula de Planck a Partir
das Equacoes Diferenciais de Friedmann

Mostra-se neste artigo como, impondo a equagao de estado
de energia nas equacoes diferenciais de Friedmann, se pode
obter a formula de Planck. Além disso, apresenta-se uma
interpretacdo da formula de Planck em termos de fluxo de
energia.

Consideremos as equacoes diferenciais de Friedmann [1]:

3R"/R=1/2k(p+ 3p) (1)

R'R+2R" +2k=-12k(p-p)R° (2)
em que

R - factor de escala (que pode representar o raio de curvatura
do espaco

R'= dR/dt

R" = d°R/dr

k= -8nG (admitindo a velocidade daluz ¢ = 1)

G = constante gravitacional

p = densidade de massa-energia

p = pressao

k= +1, 0. -1 conforme se admitir, respectivamente, uma
curvatura positiva, uma curvatura nula ou uma curvatura
negativa

Se assumirmos k = | e impusermos uma equacao de estado
energia 2], sera

Combinado (3) com (1) e (2), obtém-se

no eixo dos xx.

de curvatura ao comprimento da normal obtemos

(l +RH/R"=-R(1+ R")"" (5)

R

constantes.

=043 (3)

RR+R*+1=0 (4)

que € a equagao diferencial de uma circunferéncia para o centro

Com efeilo, se na citada circunferéncia igualarmos o raio
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Simplificando a expressao anterior obtemos a equagao
diferencial (4).

A solugdo de (4) € entdo a equagdo de uma circunferéncia
(Fig. 1), representada pela tungao

R+(t+c)=c, (6)
em que ¢, € ¢, Sao constantes.

A funcao (6) representada na figura 1 € bi-unmivoca, o que
nao € claro. Contudo, como se vera adiante, a indeterminacao
é devida ao sistema particular de coordenadas que adoptamos.

Como a solucao de (4) € uma circunferéncia em
coordenadas cartesianas, podemos representar a
circunferéncia na forma complexa (Fig. 2)

R=ae®”' =a(coswit+)smn@t) (7)
em que @ € a frequéncia angular do vector rotativo A.
Diferenciemos (7) duas vezes em relagao a f

R'=} W ae'” (8)
R"=-w" ae'" (9)

Se admitirmos que a extremidade do vector A gira com a
velocidade tangencial 1 (velocidade da luz), entao sera

v =aw= | (10)

e as expressoes (8) e (9) reduzem-se a
R'= joi® (11)
R =-me™ (12)

Introduzindo (7). (1 1) e (12) em (4) obtemos
-awe?™ -e ™ + 1 =0 (13)
que pode ser escrita na forma
-ae?™ - (e + 1) /w=0 (14)
I
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Fig. 2 - Caractenizagciio de uma circunferéncia na forma complexa
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Fig. 3 - Representagao de um angulo sélido.

Como. por (10), w é —®» quandoa —» 0, a equagio (14)
¢ satisteita para a = 0.

Antes de continuar a exposi¢ao, convém esclarecer dois

pontos:

) O valor @ = 0 € uma consequéncia de se impor a
velocidade da luz a extremidade do vector A. Com
efeito, o tempo proprio de uma particula que se desloca
a velocidade da luz é zero, qualquer que seja o
comprimento da trajectéria. Assim. 0 tempo necessano
para a particula percorrer uma circunferéncia de
qualquer raro sera sempre zero, o que implica a = 0.

2) A solucaoa =0 nao implica que a frequéncia angular @
sO possua o valor de infinito. Na realidade, como se
vera adiante, o valor da frequéncia angular w é finito.

Analisemos agora a solucao de (1) para a equagao de estado
de energia. Introduzindo (3) em (1) obtem-se

3R" = kpR (15)

Como (7) € solucao de (4) e representa a trajectéria de um
ralo de luz num espaco curvo fechado com densidade
uniforme, tera de ser também solucido de (15), onde a
densidade p deve ser considerada constante. Introduzindo
(7)e (12)em (15) e atendendo ao valor de K, sera

8nGpa

= 3

(16)
Como o volume de um espacgo curvo fechado, com o raio
de curvatura a é [3]

V=2na (17)

sendo & =1 (em unidades geometrizadas) e E a energia
contida no volume V, a expressido (16) transforma-se em

E=075nta’w (18)
que se pode escrever na forma
E=re (19)

COM 1 =4 / 0.75na

Se mdentificarmos 7~ com a constante de Planck reduzida
N, a expressao (19) pode escrever-se

E=Thw (20)

(ue €, como se sabe, a formula de Planck.
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Fig. 4 - Representacio da relagdo entre AE e AS.

Comparando (20) com a expressao

A =R (2

—

que relaciona a area A (Fig. 3) na superticie de uma esfe
com o raio R dessa esfera e com o dngulo sélido €2, verifica
que ha uma correspondéncia entre 0s simbolos das expresso
(20) e (21), pois nos segundos membros destas expressoes
primeiros simbolos representam dreas e os segundc
representam angulos.
Escrevamos (19) na forma
AE
AS
emque AL =FEeAS =
Comoa=0¢ \()ltlgd() de (4) ¢
sulta (Fig. 4

= (2

>r « a. fazendor — 0. i

AS — (0, AE —0

pelo que podemos escrever

lim _é_l__ =@ |
A\ 0 A'S (2-

0 que prova a atirmagao, feita anteriormente, de que @ tem
valor finito quando a —» 0.

A expressao (23) permite interpretar a formula de Plane
como o fluxo de energia em fungdo de @ = 2mv, em que
representa o numero de linhas de fluxo. Este facto pode se
demonstrado por um teorema devido a Gauss [4]. mas n&
apresentamos aqui a demonstragdo por razoes de espaco.l
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