
Dedução da Fórmula de Planck a Partir
das Equações Diferenciais de Friedmann

Mostra-se neste artigo corno, impondo a equação de estado
de energia nas equações diferenciais de Friedmann, se pode
obter a fórmula de Planck. Além disso, apresenta-se urna
interpretação da fórmula de Planck em termos de fluxo de

.
energia.

Consideremos a~ equações diferenciais de Friedrnann [1]:

3R" / R = 1 I 2K(p + 3p)

R"R + 2R (~+ '2k = - ]/? K (p - P )R2

( 1 )

(2)
em que

R - factor de escala (que pode representar o raio de curvatura
do espaço

R' = dR/dr
R" = d2R/dr2

K= -8rrC (admitindo a velocidade da luz c = 1)
C = constante grav itacional
p = denvidade de masva-energia

-P = prev-ao
k = + 1, 0, -1 conforme se admitir, respectivamente. urna

curvatura povitiva, urna curvatura nula ou U111acurvatura
negativa

Se avsuminnc- Á. = 1 e impusermos urna equação de estado
energia [21. veni

p = pI 3 (3)

Combinado (3) C0l11(l) e (2), obtém-se

R"R+Rr:.+ 1=0 (4)

que é a equação di lerencial de urna circunferência para o centro
no eixo <.10\ xx.

Com efeito, ve na Citada circunferência igualarmos o raio
de curvatura ao compnmento da 1101111a]obterno-,

(5)
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Simplificando a expressão anterior obtemos a equação
diferencial (4).

A solução de (4) é então a equação de urna circunferência
(Fig. 1), representada pela função

(6)

em que c
1
e c~são constantes.

A função (6) representada na figura 1 é bi-umx oca, o que
não é claro. Contudo. C01110 \e \ crá adiante. a indeterminação
é devida ao sistema particular de coordenadas que adopttimo-.

Como a solução de (4) é uma circunferência e m
coordenadas cartesianas. podemos represe ntur a
circunferência na forma complexa (Fig. 2)

R = ae'" = ([ (CO\ cot + j xin (I) t) (7)

em que to é a frequência angular do vector rotatix o A.
Diferenciemo- (7) duas \'ele~ en1 relação a r

R' = j (U aer" (X)
R" = -to ~aelCIJ/ (l))

Se admitirmos que a extremidade do vector A gira COI11a
velocidade tangencial 1 (velocidade da luz). então ~erá

\' =aú)= 1, ( J O)
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e as expressõe- (8) e (9) reduzem-se a

R' = jellJ)/
R" = -(u eJ(I)f

( I I )
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Introduzindo (7), ( I 1) e ( 1')) cm (4) obtemo-
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que pode ser escrita na forma

-ae'!" - (e~I(IX + I ) Iú)= O ( 14)

.
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Fig . ., - Caracterização de lIJlW circunferência na forma complexa.



'Ü Se indcntificarrno-, r2 com a convtantc de Planck redu/ida
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COll10. pore 10). to é )(1) quando« ) O. a equação (14)
é vau-feita para a = O.

Ante-, de continuar a exposição, conx éln esclarecer dois
pontos:

1) O \ alor a = O é urna convequência de ~e impor a
\ elocidade da luz à extremidade do vector A. Com
efeito, o tempo próprio de urna partícula que \e de-loca
à \ elocidade da luz é zero, qualquer que veja o
comprimento da trajectória. A<sim. o tCJ11pOnecesvário
para a partícula percorrer UJ11a circunferência de
qualquer raio será sempre zero. o que implica li = O.

2) A volução« =Onão implica que a frequência angular to
só possua o valor de infinito. Na realidade. COIno \e
\ erá adiante, o \ alor da frequência angular to é finito.

Analisemos agora a solução de (1) para i.l equação de e-tado
de energia. Introduzindo (3) em (] ) obtern-se

3R" = KpR (15 )

Corno (7) é solução de (4) e representa a trajectória de um
raio de lU7 num espaço curvo fechado corn densidade
uniforme. terá de ser também solução de (15). onde a
denvrdade p deve ser considerada constante. Introdu/indo
(7) e (12) em (15) e atendendo ao valor de 1(. ~erá

ca = 81tGpa
3 (16)

Corno o volume de um espaço curvo fechado, com o raio
de curvatura ({é l3]

(17)

sendo G = 1 (em unidades geometri/adas) c E a energia
contida no volume V. a exprevvão (1 ó) tranvlorma-ve em

( 1R)

que se pode escrcv er na forma

E = r o) ( 19)

com r = -v O.7Srro

E = tu» (20)

que é, COJll0 se sabe. a fórmula de Planck.
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Fig. 4 - Representação ria rel~çã(l entre !~1::c tiS.

Comparando (20) com a expressão

A = R2Q

que relaciona a área A (Fig. 3) na superfície de urna esfe
C0l11 o raio R dessa esfera e corn o ângulo sólido Q.verificam
que há uma correspondência entre os símbolos das express
(20) e (21 ). pois nos segundo. membros destas expressões
primeiros símbolos reprevenrarn áreas e os segund
representam ângulos.

Escrev amos ( 19) na forma

fiE = co
tiS

em que tlE = E e ~ = ,2.

Corno ({ = O é sol ução de t4) e r rI:' a. fazendo r ~ O.
<ulta (Fig. 4)

pelo que podemo- escrever

I· ~IIn = W
\~ • I) ~ ~ (2

o que prova a afirmação, feita antenorrnente. de que (V tem
valor finito quando a -)-0.

A evprc-xâo (23) permite Interpretar a fórmula de PIa
corno o fluxo de energia em função de (V = 2rrv. em que
representa () número de linhas de fluxo, E ....te tacto pode \l

dernonstrado por um teorema de\ Ido a Gau-, ....1..+ I. mas nã
apresentnmo-, aqui a dcmonxu ação por razõe-, de C ....Pc.1ÇO.
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