Herminio Duarte-Ramos

Universidade Nova de Lisboa (FCT/DEE)
hdr@fct.unl.pt

Discretizacao do Controlador PID

RESUMO

Digitaliza-se o controlador PID analdgico sob as formas posicional e incremental, discutindo os
comportamentos das componentes integral e derivada: erro de integracdo, técnicas de anti-volta
a reimpor, erro de derivagdo e excesso da variavel de controlo.
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PRINCIPIO DE DISCRETIZACAO

O controlador PID (proporcional-integral-derivado)
e 0 tipo de sistema controlador mais comum na
pratica, pois ainda permite concretizar os tipos P, PI
ou PD, conforme os valores atribuidos aos
parametros caracteristicos Kp (ganho), T (taxa de
dosagem integral) e 7 (taxa de dosagem derivada),
segundo a funcao de transferéncia ideal na forma
canonica

C(s) = K (1 +i-+ T.s)
p T.S d

De acordo com as especificacoes do sistema de
controlo completo, efectua-se a sintonizagao do
controlador PID, por exemplo, pelo metodo de
Ziegler-Nichols. Esta tarefa consiste em escolher os
valores dos parametros do controlador, durante a
sintese do seu projecto, que melhor se ajustam ao
comportamento global do sistema de controlo. E
claro que o conhecimento de um modelo dinamico
da instalacdao a controlar permite dimensionar os
parametros do controlador por outros metodos da
teoria de sistemas no tempo continuo, como 0
diagrama de Bode. Entao, a partir da fungao de
transferéncia C(s) obtida para o controlador, aplicam-
-se 0Ss métodos de discretizacao a este controlador
analogico para se definir a fungao de transferéncia
C(z) do correspondente controlador digital.

Convém notar que o termo da derivada realiza-se
sempre com um certo retardamento, caracterizado
por uma determinada constante de tempo T,. Nestas
condigoes, em vez de T s considera-se a relagao
Isl(1 + T.s), onde o denominador define aquele
efeito de retardamento. Dai resulta a forma canonica

1 I.s
+ +

IS 1+7Ts )

C(s) =K, (1

O retardamento (de 12 ordem) da componente
derivada do controlador exprime a insergao de um

filtro passa-baixo, que se recomenda implementar
para facilitar a discretizacao, embora a sintese do
controlador analdgico possa desprezar a respectiva
constante de tempo. Geralmente faz-se T, pro-
porcional a T, numa relagao 7, = NT , com o inteiro
N fixado previamente entre 3 e 20, muitas vezes com
o valor 10.

FUNCAO DE TRANSFERENCIA AMOSTRADA

Uma instalacao com o comportamento de um
sistema PID possui uma funcao de transferéncia £~(s)
com idéntico formato. Por isso, a sua funcao de
transferéncia amostrada [2]

F(S)}

Fz)=(1-7") 2" {,S,

sera

X RN 1 1 [ § 1
B e B vy
e com as transformacoes indicadas vem
F —K(1+T‘ e )
2) = K, AT ON RE ATRT

Como na discretizagao se usa um periodo de
amostragem T muito menor que a constante d
tempo de retardamento T, verifica-se T /T, <<1
portanto é et =1+ T_/ T, pelo que se conclui ¢
aproximacao

( A, B )
45 NI M S ¢ T
> I+ 1
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O processo de amostragem de um controlador PID

uma fracgao racional com poténcias negativas de z.

analégico com a mesma funcgao de transferéncia | Apos algum calculo laborioso escreve-se essa

conduz, obviamente, a um resultado semelhante

g, T
kp(1+ T ]

C(z) =

> 1
RN

a

identificando as componentes proporcional, integral

e derivada. Como casos particulares, ter-se-a:

» Controlador P (T. =, T ,=0)

» Controlador PI (T, = 0)
1

-
Clz) =K, (1 + - 527
» Controlador PD (T, = «)
T, " dan b

1
i
expressoes que se simplificam na hipotese dos
modelos puros, com T. = 0 (sem retardamento da
componente derivada).

Mas o resultado obtido atinge-se pelos métodos
de discretizacao de Euler [3], como se indica a seguirr.
Alias, estes métodos de discretizagao permitem
formular diferentes algoritmos de controlo PID digital,
evidentemente, todos com aproximagoes mais ou
menos aceitaveis.

Nesta abordagem, discutem-se duas formulacoes

distintas do controlador digital: uma posicional e outra
incremental.

CONTROLADOR PID SOB FORMA POSICIONAL

A discretizacao de C(s) usando o 1° método de
Euler (ou do rectangulo dianteiro) no termo integral,
com s = (z—1)/T, e o 2° método de Euler (ou do
rectangulo traseiro) no termo derivado, por meio de
s =(z—1)/T z, fornece imediatamente

z-1
' Z S 1 T1 + T T1 )
z —

%
igual a aproximagao da fungao de transferéncia
amostrada. Por isso, diz-se que se trata da forma
normal do controlador PID digital. Também se refere

por forma posicional, porque define um algoritmo de
controlo dado pelas amplitudes das variaveis

C =K1+Ta' + :
(2) p T

terminais nas sucessivas posi¢oes temporais do
actuador: erro de controlo e(k) na entrada do |

controlador e variavel de controlo u(k) na sua saida.
A codificacao do algoritmo de controlo referente a
u(k) obtém-se de C(z) = U(z)/E(z) sob a forma de
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» z—1 )
Fam +T1+Ta° T

expressao, a qual se aplica a transformacao em z
inversa para obter a equag¢ao as diferencas do
controlador [1].

Simplifica-se o procedimento separando a
expressao U(z) = C(z) E(z) nas trés componentes
fundamentais do tipo de sistema: com o0 ganho K.em
evidéncia, ou seja,

U(z) = K, [U,(2) + U(2) + U(2)]

a componente proporcional é
U(2) = E(2)
- a componente integral vem

1

T
U@ = = E@

" e a componente derivada sera
T, Z=l
Ud(Z) p T1 ? Ta | T‘I
i T1 * Ta
que operam em paralelo (Fig. 1), para que a saida

U(z) do controlador seja a sobreposi¢ao das trés
contribuigoes, quer dizer,

E(z)

U(z) =
_[ T, 1 T, zZ-—1
=lE(z) + T z-1 E(z) + T+T T E(z)
ik T1 X Ta
sendo entao, com poténcias negativas de z,
U (2) = E(2)
Z—1
U(z) = ——- E(z
@)= e S
T, 1 -z
Ud(Z) = T1 + T : T E(Z)
e 4
AL

donde vém as codificagdes do algoritmo de controlo

e(k) = k) — y(k)

u,(k) = e(k)

r
u(k)=u (k—=1)+-—

e(k—-1)

T

- d
Ud(k) b T1 * Ta

{ud (k—1) + -E [e(k)—-e(k—— 1)]}

u(k) = K, [e(k) + u(k) + u d(k)]




P LR R VBD FRA TRV LA T 1 TG A TS 0Pl ) S P0h WSS L0 40 LIS LET VR PRPR SN VO TR R A AR AR L Lus bR s e i b}

Controlador PID

A UPTRTEO T d CEARS & 4 ST H LA DALS Lokl o Vel b ) Sk it S EA 1 IR S YT AR B AT n‘mﬁmmmil

KEE(z)

R(l') - q E(z) K

Tq - ¥~
Y(2) —> T+Ty ,__ N
h+7

Actuado

Fig. 1- Esquema de blocos do controlador PID com as componentes P, | e D separadas (com o controlador a

excitar um actuador linear mas saturavel).

Note-se que T << T equivaleater T /(T + T )=1,
o que simplifica a expressao de u (k) com uma ligeira
aproximagao. Recorde-se ainda que se faz T
proporcionala T, (com N=T,/T).

E importante analisar o significado fisico das
expressoes do algoritmo anterior, sobretudo as
componentes integral e derivada.

EFEITOS DA COMPONENTE INTEGRAL

A componente integral do controlador digital revela
dois aspectos merecedores de atencao: um possivel
erro de integracao e um provavel excesso da variavel
de controlo sobre o actuador. Ambos 0s casos
conduzem a refinamentos do algoritmo de controlo,
tornando-o eventualmente mais eficaz.

Quanto ao erro de integracao, observe-se que a
integracao digital executa-se através da equagao
recorrente

-
ulk)=u(k—1)+ T?' e(k—1)
onde a segunda parcela do membro da aireita se

interpreta como uma modificagao de u(k — 1) para
gerar u (k) no instante de amostragem seguinte. Com
T << T esta parcela pode tornar-se inferior ao limiar
de quantizacao das amplitudes das grandezas
analogicas. De facto, quando for

F
T

ek—1) <1

nao se acrescenta nenhum valor (necessarnamente
inteiro) a u(k — 1) e portanto anula-se a modificagao
desejada, mesmo que exista um erro de controlo
e(k — 1) diferente de zero. Basta que se verifique a

relagéo 7./ T_>e(k—1).

Porexemplo,sefor I_=1mse [ =1 s calcula-se
T/T = 10° e, por conseguinte, abaixo de e(k — 1) =
1000 permanecera u (k) = u(k— 1), apesar de haver

- um certo erro de controlo e(k — 1) < 1000. Numa

representacao digital com palavras de 16 bits
definem-se 2" = 65 536 niveis de discretizacao, pelo
que nao exercem accao de controlo os erros de
controlo reduzidos, numa gama a volta de 1,5 % do
universo de discretizacao das amplitudes do erro de

controlo analogico.

O problema resolve-se pelo aumento do com-
primento das palavras binarias em todos os calculos
de integracao, por exemplo, com 32 bits (em vez de
16 bits). Mas esta maior quantidade de niveis de

 discretizagao das amplitudes (visto ser 2 =131 072)

obriga a substituir os equipamentos existentes que
operam a 16 bits, com evidentes repercussoes
economicas.

Por isso, tenta-se encontrar outra solucao, no
ambito da programacao algoritmica. A astucia
consiste em retirar a parte nao usada do erro de
controlo e(k — 1) antes de avaliar a modificacao a
introduzir na refrescagem do algoritmo, memo-
rizando-a e acrescentando-a ao erro de controlc no
iInstante de amostragem seguinte (Fig. 2). Nesta
perspectiva, em vez de multiplicar 7_/ T por e(k - 1),
multiplica-se o erro de controlo em memoria pela
soma w(k) de acumulacao dos restos dos erros de
integracao. Assim, a instrucao algoritmica que
calcula u(k) sera substituida pelas duas instru-
¢coes

w(k) = wlk—1)+elk-1)

ulk)=u(k—1) + —L w(k)

' T

fazendo a refrescagem pelo armazenamento de w(k)
quando fore(k—1)<T/T_.
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Fig. 2- Exemplo numeérico do efeito de erro de integragao (com 7 /T =107°).
a) Discretizagao da amplitude do erro de controlo: niveis quantizados a 16 bits.

b) Algoritmo sem efeito de acumula¢ao dos restos do erro de controlo e(k — 1).
c) Algoritmo com efeito de acumulagao dos restos do erro de controlo e(k — 1).

E claro, para evitar que se exceda a capacidade
de processamento, convém usar palavras com maior
extensao possivel, tipicamente 32 bits ou 64 bits.

Outra questao inerente a integracao digital
consiste nas medidas de anti-volta a reimpor
(antireset windup). De facto, se o erro de controlo
e(k) = nk) — y(k) for um sinal elevado durante muito
tempo, o terme integral Kpui(k) pode atingir valores
altos e originar uma variavel de controlo u(k) na saida
do controlador que ira saturar o actuador a jusante.
Assim, o crescimento continuado da integragao faz
com que u(k) nao manifeste o desejado efeito de

Este efeito de volta a reimpor (reset windup)
provoca oscilagoes, chegando a instabilizar o anel
fechado. Trata-se de um comportamento nao
previsto na sintese do controlador (segundo a
metodologia anteriormente descrita), por se dever a
fendmenos de saturacao externos. O seu tratamento

-~ quantitativo, por meio de abordagens nao-lineares

e dificeis simulagoes, revela-se bastante complexo.

' Porisso, tentam-se aproximagoes simplificadas, que

controlo, uma vez atingida a saturagéo no exterior

do controlador.

integrado durante algum tempo, saindo da zona
saturada para voltar a zona linear da caracteristica

de operagao do actuador. Isto executa-se mate-

maticamente atraves da redugao da amplitude do
termo Kpu'.(k), obrigando a trocar o sinal do erro de
controlo e(k), a fim de eliminar os excessos mani-
festados.

. electricidade, n° 393, Margo-Abril 2002

atenuam ou eliminam o efeito de volta a reimpor da
componente de integragao.

Para tornar simples os raciocinios, consideram-
-se as saturagdes a jusante do controlador glo-

' balmente modelizadas por uma caracteristica ideal:
Entao, sera conveniente "esvaziar" o conteudo |

a variavel de controlo efectivo u.(k), que se fornece

 efectivamente ao actuador do processo controlado,
- tem variacao linear simétrica entre os limites

saturados tA (Fig. 1):

A : ulk)> A
u.(k) = ¢ u(k), -A<ulk) £A
—A, u(k) <-4




sendo u(k) o valor fornecido pelo algoritmo de
controlo.

A seguir indicam-se quatro solugoes, entre outras
pOSSiveis.

17 tecnica, integragao condicional: consiste em
so activar a integracao quando o erro de controlo
tiver valor absoluto muito pequeno, de maneira a
que nao se atinja a saturagao do actuador, ou seja,

0 . le(k)] > o

uk) = T
ik~ 1) +~—=—e(k—1) .

le(k)| < o

com o numero positivo o ajustado experimental-
mente ou por simulacgao.

2° tecnica, limitagao de integracao: limitam-se
os valores de K u(k) abaixo das saturagdes da
variavel de controlo (Fig. 3)

A, u(k)> A

t

u(k) =

com o numero positivo A tal que KAl < A, se A
corresponder a saturagao externa na aplicagao da
variavel de controlo.

3° técnica, bloqueio de integragao: elimina-se
0 comportamento integral se a vanavel de controlo en-
trar na saturagao do actuador, introduzindo a instrugao

u(k) = u(k-1) , [u(k)|> A

quando o valor u(k) calculado pelo algoritmo de
controlo verificar |u(k)| > A, em vez de usar u(k) =
u(k —1) + T e(k — 1)/T. Neste caso, o valor limite
imposto K u(k) resulta variavel, ao contrario da
tecnica anterior, pois depende dos valores das outras
componentes K e(k) e K u (k) que dao u(k) = K_ [e(k) +
+ u(k) + u (k)]

4? tecnica, anti-volta a reimpor estandarde:

quando o valor da variavel de controlo calculado pelo |-

algoritmo entrar na saturagao, quer para u(k) > A ou
u(k) < —A, recalcula-se uma expressao K, u (k)
gerando uma nova variavel de controlo u(k) igual a
A ou —A, respectivamente, sendo

Ku(k)=A—K [e(k) + u (k)] , u(k)>2
Ku(k) = -A—K [e(k) + u (K], u(k)<-A

pelo que se activam as instrugoes

2 ek -ufk) . u(k)>2
u)={ %
-f-_ —e(k) - u k), u(k)<-A
u(k) = K [e(k) + u(k) +u k)], -A<u(k)<A

As trés primeiras técnicas anti-volta a reimpor nao
garantem que resulte um sinal u(k) satisfazendo a
condigao |u(k)| < A, isto é, nao evitam sempre a
saturagao da acg¢ao de controlo. Sdo solucodes
atractivas porque a integragao mantém, em larga
medida, o seu significado fisico. Por sua vez, a
tecnica estandarde nao preserva esta natureza fisica
de integragao, podendo até diminuir o termo K u (k)
quando o erro de controlo aumenta, mas a desigual-
dade |u(k)| < Anunca é violada. Dai a sua importancia
pratica.

EFEITOS DA COMPONENTE DERIVADA

O termo da derivada no algoritmo do controlador
PID tambéem suscita duas analises particulares, em
consequéncia de um possivel erro de derivacéao e

Controlador PID
com anti-volta a reimpor KpE(2)
|
Ui(z)
R(z E(z) | K, £ | KoUi > -
i z-1
| Tg z-1 KoUg(2)
] . pYd
Y(2) — Ti+Ty ,__ T |
T4 +T,

Fig. 3- Esquema de blocos do controlador PID com saturagao a jusante da variavel de controlo: técnica anti-

-volta a reimpor por limitagao de integragao.
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um- provavel pico excessivo da variavel de controlo
sobre o actuador.

Relativamente ao erro de derivagao, constata-
-se que os valores do erro de controlo em instantes
sucessivos, e(k) e e(k — 1), podem ser muito pouco
diferentes, sobretudo se o periodo de amostragem
I for bastante pequeno. Nestas condigoes, a di-
ferenca e(k) — e(k — 1) pode resultar insignificante,
anulando a actualizagao algoritmica de u (k— 1) para
gerar u (k). Este efeito do erro de derivagao no
calculo da variavel de controlo u(k) impoe, neces-
sariamente, um limite maximo a fequéncia de amos-
tragem, de maneira a evitar a perda de controlo pela
componente derivada.

Alem disso, a natureza estrutural da componente
derivada pode originar um excesso da variavel de
controlo u(k), quando ocorrem variagoes bruscas
do erro de controlo. E o caso da aplicacdo de um
degrau na estrutura do sistema de controlo. Uma
solucao deste problema consiste em ramificar a
retroaccao y(k), no lugar de e(k) = (k) — y(k), para a
entrada da componente derivada (Fig. 4). Entao vem

e 2=
U =115 Y@
o T1 ; Ta

e, por conseguinte, usa-se a instrugao relativa a

— Td
: T1 i Ta

e {u -1+ 42 [y - yik- )]

para refrescar a variavel de saida, discretizada a |

partir dos respectivos valores armazenados em
memoria, sem intervencao do brusco sinal de refe-
réncia. E claro que nao se evitam os inconvenientes
de variagcoes bruscas da saida do processo, a qual
€ usada retroactivamente.
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CONTROLADOR PID SOB FORMA INCREMENTAL

As vezes, na pratica, convém usar a funcdo de
transferéncia discreta sob forma incremental,

tambem dita forma de velocidade, definida pelo

iIncremento Au(k) referente a actualizagao da variavel
de controlo, tal que u(k) = u(k — 1) + Au(k). Assim,
em vez de se considerar a propria variavel u(k) da
forma normal de posicao, utiliza-se

Au(k) = u(k) — u(k— 1)

cuja transformagdo em z € AU(z) = (1 - z"U(z) e
com a fungao de transferéncia posicional C(z) =
= U(z)/E(z) obtém-se AU(z) = (1 — ") C(2)E(z). Se
se definir a fungao de transferéncia incremental pela
relagao C (z) = AU(z)/E(z), conclui-se a expressao
(Fig. 5)

_ z—1 f T, {e—1F
a2 = Kp < ' Tz 3 T, | §
o T+ Ta)

e um raciocinio analogo ao feito no controlador PID
posicional permite calcular a equacgao as diferencas
que fornece o incremento Au(k) a adicionar a u(k — 1)
para obter u(k). Esta actualizagao nao é mais do que
um efeito integral. Tal integracao realiza-se, frequen-
temente, fora do computador de controlo, como acon-
tece no accionamento por intermedio de um motor
eléctrico que introduz os referidos incrementos inte-
gradores. Exemplifica o controlo de uma maquina-fer-
ramenta ou do braco articulado de um robo.

Note-se que o termo integral do controlador PID
iIncremental nao pode ser eliminado, pelo que esta
configuragao so deixa realizar os controladores Pl e
PID.

WAL D G s s s v ek g s sl S S A S A A SR S s SR Y B b
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Kp=id)

Fig. 4- Esquema de blocos do controlador PID com conexao modificada da componente derivada a fim de
evitar efeitos excessivos de variagcao brusca da referéncia.
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Fig. 5 - Esquema de blocos do controlador PID incremental.

Repare-se ainda que num controlador sob forma
Incremental a integracdo realiza-se externamente,
e, portanto, nao existe efeito de volta a reimpor. De
- facto, logo que aparece a saturacao os incrementos
Au(k) deixam de ser considerados, porque a inte-
gracao u(k) = u(k — 1) + Au(k) nao se efectua para
alem da saturagao. Este desempenho justifica a pre-
feréncia generalizada pela estrutura de controlo sob
a forma de velocidade em vez de posicao.

COMPARACAO DOS MODELOS POSICIONAL
E INCREMENTAL

A diferenca de comportamento dos dois modelos
de controlador PID, um referente a posi¢cao e outro
a velocidade do movimento do actuador, aprecia-se
de duas maneiras distintas: pela interpretacao dos
polos e através do significado da componente
Integral do algoritmo de controlo.

Realmente, os pélos das duas configuragoes
sao diferentes: a funcao de transferéncia do mo-
delo posicional, segundo a expressao deduzida
para C(z),daospolosz , =1ez = PSR
a funcao de transferéncia do modelo incremental,
de acordo com a expressao de C,(z), fornece os
polosz, , =0ez,=T/AT + T)) <1.Porisso, o
controlador de posi¢cao revela comportamento
integral (no polo unitario), o qual nao e evidenciado
pelo controlador de velocidade, que insere a
natureza integral no proprio incremento (sem
tempo-morto apesar do polo nulo, porque o
excesso de polos é igual a zero).

A insergcao do comportamento integral no algoritmo
de controlo posicional mostra-se na componente
Integral

Esta série de artigos continuara num livro a publicar

T ; 7]
| B
que estabelece

E(2)

T
u(k) = u(k +1) +=—TL elk—1)
engquanto no modelo incremental a componente

integral e

U(z) = —7‘3— z' E(2)

dando

u(k) = —— e(k - 1)

0 que permite afirmar: no controlador posicional a
componente integral u(k) corresponde a actuali-
zagao do seu valor u(k — 1) pelo erro de controlo;
mas no controlador incremental a componente
integral u(k) refere-se apenas a intervengao desse
erro de controlo, pois agora u (k) ja € uma integragao,
correspondente a anterior diferenga u (k) — u(k—1) =
= Au(k).
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